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CALCUL  INFINITÉSIMAL 


L'Auteur  et  TÉditeur  de  cet  OuTrage  se  réservent  le  droit  de  le  tra- 
duire ou  de  le  faire  traduire  en  toutes  langues.  Ils  poursuivront,  en  vertu 
des  Lois,  Décrets  et  Traités  internationaux,  toutes  contrefaçons,  soit  du 
texte,  soil  des  gravures,  ou  toutes  traductions  faites  au  mépris  de  leurs 
droits. 

Le  dépôt  légal  de  cet  Ouvrage  a  été  fait  à  Paris,  et  toutes  les  formalités 
prescrites  par  les  Traités  sont  remplies  dans  les  divers  Etats  avec  lesquels 
la  France  a  conclu  des  conventions  littéraires. 


Tout  exemplaire  du  présent  Ouvrage  qui  ne  porterait  pas,  comme  ci-des- 
sous, la  griffe  de  l'Éditeur,  sera  réputé  contrefait.  Les  mesures  nécessaires 
seront  prises  pour  atteindre,  conformément  à  la  loi,  les  fabricants  et  les 
débitants  de  ces  exemplaires. 
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AVERTISSEMENT 


DE  LA  DEUXIÈME   ÉDITION. 


Cette  seconde  Partie  a  pour  objet  principal  l'inté- 
gration des  équations  différentielles;  mais  nous  ne 
nous  sommes  pas  proposé  de  traiter  cette  matière  avec 
toute  l'étendue  que  permettrait  l'état  actuel  de  la 
Scienoér.  Nous  avons  voulu  simplement  présenter  im 
cours  élémentaire  de  Calcul  intégral,  à  peu  près  tel 
qu'était  celui  de  l'École  Polytechnique  il  y  a  quelques 
années.  Toutefois,  nous  avons  cherché  à  n'omettre 
aucune  idée  importante,  et  à  préparer  à  la  lectiure  des 
ouvrages  des  grands  géomètres,  tant  sur  l'Analyse 
pure  que  sur  ses  applications  à  la  Mécanique  et  à  la 
Physique.  C'est  dans  cette  vue,  par  exemple,  que  nous 
avons  donné  des  formules  poiur  la  représentation  des 
fonctions  arbitraires  par  des  séries  trigonométriques 
ou  des  intégrales  définies  multiples,  et  montré  com- 
ment ces  dernières  peuvent  servir  à  l'expression  des 
intégrales  des  équations  différentielles  et  des  équa- 
tions aux  différentielles  partielles. 
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LIVRE  III. 


DES  LOIITES  DE  SOMMES.  CALCUL  INVERSE 
DU  CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 


»>»< 


CHAPITRE  PREMIER. 

COMMENT  LE  PROBLÈME  DES  LOIITES  DE  SOMMES  SE  RAMÈNE 

AU  PROBLÈME  INVERSE 
DE  CELUI  DU  CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 


i .  Nous  avons  résolu  d'une  manîère  générale  le  problème 
d'analyse  qui  a  pour  objet  la  recherche  de  la  limite  du  rap- 
port de  quantités  infiniment  petites,  lorsque  ces  quantités 
sont  les  accroissements  simultanés  de  variables  liées  par  des 
éqaations  données.  Ce  deruier  cas  est  le  plus  ordinaire,  et 
l'on  y  ramène  en  général  les  autres  ^  cependant  il  peut  en  être 
autrement,  et  l'on  en  voit  des  exemples  dans  quelques-unes 
des  questions  géométriques  que  nous  avons  traitées  :  on  se 
dirige  alors  suivant  les  circonstances. 

Nous  allons  maintenant  nous  occuper  du  problème  infi- 
nitésimal, qui  a  pour  objet  la  détermination  des  limites  de 
sommes,  et  chercher  si  l'on  peut  le  ramener,  comme  le  pré- 
cédent, à  des  méthodes  générales  de  calcul. 

Calcul  inf.  Z>.  —  II.  I 
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Remarquons  d'abord  que,  dans  toutes  les  questions  de  ce 
genre  que  nous  avons  étudiées  précédemment,  les  quantités 
infiniment  petites  que  nous  avons  substituées  aux  éléments 
exacts  de  la  grandeur  à  évaluer  présentent  ce  caractère 
commun,  que  leur  expression  analytique  est  le  produit 
d'une  fonction  d'une  variable  par  l'accroissement  infini- 
ment petit  que  prend  cette  variable  quand  on  passe  d'un 
élément  au  suivant.  Commençons  par  reconnaître  ce  point 
important. 

2.  Quand  nous  avons  voulu  déterminer  Taire,  d'une 
courbe  plane,  nous  avons  employé  un  premier  mode  de 
décomposition  par  des  parallèles  infiniment  voisines  et,  au 
lieu  des  segments  eux-mêmes  compris  entre  deux  parallèles 
consécutives,  nous  avons  considéré  les  parallélogrammes  in- 
térieurs ou  en  partie  extérieurs,  qui  en  diilerent  d'une  quan- 
tité infiniment  petite  par  rapport  à  ces  segments.  Pour  avoir 
l'expression  générale  de  ces  parallélogrammes,  prenons  un 
axe  des  x  perpendiculaire  et  un  axe  des  y  parallèle  aux  sé- 
cantes •,  l'expression  de  la  corde,  qui  est  le  côté  fini  du  paral- 
lélogramme rectangle,  est  une  fonction  de  x  donnée  par  la 
nature  du  contour.  Si  on  la  représente  par  F  (a:)  et  qu'on 
désigne  par  £^x  la  différence  des  x  correspondant  à  deux 
parallèles  consécutives,  l'aire  cherchée  sera  la  limite  de  la 
somme  des  valeurs  que  prendra  F  [x)  £^x  lorsque  x  pren- 
dra successivement  toutes  les  valeurs,  à  partir  d'une  pre- 
mière qui  est  donnée,  croissant  par  intervalles  Ax,  égaux 
ou  inégaux,  mais  indéfiniment  décroissants,  jusqu'à  ce  que 
l'on  parvienne  à  la  valeur  de  a:  à  laquelle  se  termine  la  sur- 
face à  évaluer. 

Cette  surface  a  donc  pour  expression  analytique 

dans  le  sens  qui  vient  d'être  développé. 
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Passons  à  un  autre  mode  de  décomposition  des  aires,  et 
considérons-les  comme  décomposées  par  des  droites  partant 
d'un  même  point  et  faisant  entre  elles  des  angles  infiniment 
petits.  La  question  revient  alors  à  trouver  la  limite  d'une 
somme  de  secteurs  circulaires  ayant  pour  rayons  les  rayons 
vecteurs  de  la  courbe,  et  pour  angles  au  centre  les  diflfé- 
rences  des  valeurs  successives  de  l'angle  du  rayon  vecteur 
ayec  Taxe  fixe. 

Désignant  cet  angle  par  6,  et  par  r  le  rayon  vecteur  qui 
est  une  fonction  donnée  de  6,  il  s'agira  de  calculer  la  valeur 

delim^^  — AS,  ou,  en  représentant  —  par  F  (6),  la  valeur 

de 

on  en  revient  donc  encore  au  même  problème  d'analyse. 

On  reconnaîtra  facilement  qu'on  est  ramené  à  ce  même 
problème  pour  la  cubature  des  solides,  la  rectification  des 
courbes,  la  quadrature  des  surfaces  courbes,  et  les  autres 
limites  de  sommes  que  nous  avons  considérées. 

Occupons-nous  donc  de  ce  problème  unique  d'analyse 
auquel  nous  conduisent  toutes  ces  recherches  de  limites  de 
sommes.  * 

Considérons  une  fonction  quelconque  de  x,  F  (a:),  et 
démontrons  d'abord  qu'il  existe  une  limite  déterminée  pour 

la  soinme^F(x)  Ax,  lorsque  l'on  prend  successivement 

pour  X  les  valeurs  depuis  une  valeur  Xo  jusqu'à  une  autre 
valeur  X,  en  les  faisant  croître  par  intervalles  égaux  ou 
inégaux,  désignés  par  Ax. 
n  suffit  pour  cela  de  concevoir  une  courbe  ayant  pour 

équation  j  =  F(x)  ^  21^('^)  ^^  ^^^^  ^*  somme  de  rec- 
èles intérieurs  ou  extérieurs,  que  nous  avons  démontrés 
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avoîr  pour  limite  l'aire  de  la  courbe  entre  les  ordonnées 
correspondant  aux  abscisses  a:o)  X.  U  est  donc  certain  que, 

quelque  soit  F(x),  l'expression ^F{x) ùkX  a  une  limite 

déterminée,  indépendante  des  grandeurs  relatives  des  ac- 
croissements infiniment  petits. 

Nous  représenterons  cette  limite  de  la  manière  suivante  : 

X 

Y[x)dx, 


L 


et  nous  lui  donnerons  le  nom  d! intégrale  de  F  (a:)  dx^  entre 
les  limites  jTo)  X. 

Identité  du  problème  des  limites  de  sommes  as/ec 
le  problème  ins/erse  du  Calcul  différentiel. 

3.  Remarquons  maintenant  que  si,  laissant  x^  constant, 
nous  regardons  X  comme  variable,  l'intégrale,  ou  l'aîre 
qui  la  représente,  sera  une  fonction  de  cette  valeur  ex- 
trême X,  que  nous  remplacerons  par  la  lettre  x.  Or  il  est 
facile  de  voir  que  la  dérivée  de  cette  fonction  sera  Y(x)\ 
car,  si  l'on  augmente  x  de  Ax,  l'aire  augmentera  d'une 
-quantité  dont  le  rapport  avec  le  rectangle  ¥[x)/^  a  pour 
limite  l'unité,  quand  /^x  tend  vers  zéro  \  la  limite  du  rap- 
port de  l'accroissement  de  l'aire,  ou  de  l'intégrale  à  l'ac- 
croissement de  la  variable  x^  ne  sera  donc  pas  altérée  en 
substituant  Y[x)^  à  l'accroissement  exact  de  cette  inté- 
grale, et  par  conséquent  sa  dérivée  sera  F  (a:). 

D'où  résulte  cette  proposition  importante  : 

L'intégrale  l     F(x)dx^  prise  depuis  une  valeur  con- 

stante  x^  jusqu'à  une  valeur  indéterminée  x^  est  unefonc^ 
tion  dont  la  déris^ée  par  rapport  à  x  est  F(x)y  ou  dont 
la  différentielle  est  F  (x)  dx. 
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Le  problème  qui  a  pour  objet  la  déterminatîon  des  limites 
de  sommes  d'infiniment  petits,  dont  on  donne  la  forme  géné- 
rale F  (a:)  rfx,  est  donc  renfermé  dans  celui  qui  a  pour  ob- 
jet de  remonter  de  la  dérivée,  ou  de  la  différentielle  d'une 
fonction,  à  cette  fonction.  Ce  dernier  problème  est  l'inverse 
de  celui  du  calcul  des  dérivées  ou  des  différentielles  des 
fonctions  ;  il  est  prouvé  par  ce  qui  précède  qjCLÎl  a  toujours 
une  solution,  puisqu'il  renferme  celle  du  problème  des 
limites  de  sommes,  dont  nous  avons  démontré  l'existence. 

n  nous  reste  donc  à  chercher  des  règles  générales  pour 
remonter  des  dérivées  aux  fonctions. 

4.  Mais  nous  ferons  d'abord  une  observation  importante. 
Si  l'on  connaît  une  solution  de  cette  question,  c'est-à-dire 
une  fonction  ayant  pour  dérivée  la  fonction  donnée,  on  en 
aura  une  plus  générale  en  lui  ajoutant  une  constante  arbi- 
traire, c'est-à-dire  une  quantité  indépendante  de  la  variable 
dont  il  s'agit  •,  car  la  dérivée  ne  sera  pas  changée  par  cette 
addition,  puisque  la  dérivée  d'une  constante  est  nulle. 
Et  il  y  a  plus  :  il  n'existe  pas  d'autres  solutions  que  celles 
que  l'on  obtient  ainsi  \  car  on  ne  peut  ajouter  à  la  première 
fonction  qu'une  quantité  qui  ne  change  pas  la  dérivée  et, 
par  conséquent,  dont  la  dérivée  soit  nulle  d'elle-même.  Or 
nous  avons  vu  (tome  P*",  n®  70)  qu'il  n'y  avait  qu'une  quan- 
tité indépendante  de  la  variable  qui  pût  avoir  sa  dérivée 
nulle  pour  toute  valeur  de  la  variable  5  d'où  résulte  cette 
importante  proposition  : 

Lorsque  Von  aura  trouifé  une  fonction  particulière  dex 
dont  la  dérii^ée  par  rapport  à  x  sera  la  fonction  donnée, 
on  aura  la  fonction  la  plus  générale  qui  satisfasse  à  cette 
même  condition,  en  ajoutant  à  la  première  une  constante 
arbitraire. 

Cette  intégrale  générale  s'écrit  de  l'une  des  deux  ma- 
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nières  suivantes  : 

/      F{x)dx-^C,     ou       I 'F(x)dx. 

5.  Détermination  de  la  constante,  —  Nous  avons  dît 
que   la  limite  de  la  somme  VF(j:)^ar,  ou  l'intégrale 

I      'F[x)dx^  était  une  fonction  de  x  ayant  pour  dérivée 

F(j:).  Soit  <f[x)  une  fonction  particulière  trouvée  par  un 
moyen  quelconque,  et  satisfaisant  à  cette  condition  :  la  fonc- 
tion la  plus  générale  qui  y  satisfera  sera,  par  ce  qui  précède, 

]     ¥[x)dx 

est  compris  dans  Fexpression  générale  y  [x)  -f-  c,  et  il  ne 
s'agit  plus  que  de  fixer  la  valeur  qu'il  faut  donner  à  l'indé- 
terminée c  pour  obtenir  l'intégrale  chercliée,  qui  est  com- 
plètement déterminée.  Posons  donc 

nx 

I      Y  [x)  dx  z=  ff[x) -{- c^ 

et  donnons  à  x  une  valeur  particulière  quelconque;  les 
deux  membres  devant  être  toujours  égaux,  on  en  déduira  la 
valeur  de  c,  si  celle  du  premier  membre  est  connue.  La 
plus  simple  de  toutes  les  valeurs  de  :r  à  choisir  est  Xo,  qui 
annule  évidemment  le  premier  membre,  d'après  sa  signifi- 
cation même ,  et  il  en  résultera 

f(aro) -f- c=:o,     d'où     c=z  —  f(jro), 
et  par  suite 

Jf*X 


•»*• 
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Celte  formule  exprime  que  l'intégrale  est  l'accroîssement 
que  prend  une  fonction  <p(x)  ayant  pour  différentielle 
F{x)  dx^  lorsque  l'on  passe  de  la  valeur  or»  à  la  valeur  x 
de  la  variable;  et  c'est  ce  qu'il  est  facile  de  reconnaître  di- 
rectement :  en  effet,  l'accroissement  fini  d'une  fonction  est 
égal  à  la  somme  des  accroissements  infiniment  petits  qu'elle 
prend  successivement,  quand  on  fait  passer  la  variable  de 
la  première  valeur  à  la  dernière  par  degrés  indéfiniment 
décroissants.  Or  cette  somme  est  égale  à  la  limite  de  celle 
des  différentielles  de  la  fonction,  qui  ne  diffèrent  des  accrois- 
sements mêmes  que  de  quantités  infiniment  petites  par  rap- 
port à  eux  :  elle  est  donc  égale  à  la  limite  de  ^¥(x)dx. 

D'où  il  suit  que,  pour  connaître  cette  dernière,  il  suffit  de 
chercher  une  fonction  ayant  pour  différentielle  ¥[x)dx^ 
ou  pour  dérivée  F(x),  et  de  prendre  l'accroissement  qu'elle 
subit  lorsqu'on  fait  passer  la  variable  ar©  à  x.  Ce  qui  con- 
duit à  la  formule  précédente. 

6.  Remàuque.  —  Toutes  les  fois  que  l'on  a  à  calculer 
une  grandeur,  on  peut  ramener  le  problème  à  la  recherche 
d'une  fonction,  lors  même  que  la  grandeur  serait  bien  déter- 
minée, comme  par  exemple  le  volume  d'une  sphère  dont  le 
rayon  serait  un  nombre  particulier  5  et  non-seulement  parce 
qu'on  pourrait  chercher  l'expression  générale  d'une  sphère 
dont  le  rayon  est  indéterminé,  expression  qui  sera  une  fonc- 
tion du  rayon,  dans  laquelle  on  pourra  ensuite  donner  à  ce 
rayon  la  valeur  particulière  en  question;  mais,  en  conser- 
vant toujours  celle  valeur  particulière,  on  peut  chercher 
l'expression  générale  d'une  partie  de  la  sphère,  déterminée 
par  un  plan  perpendiculaire  à  un  certain  diamètre  et  qui 
réponde  à  un  segment  arbitraire  de  ce  diamètre  :  on  a  ainsi 
une  fonction  de  ce  segment  variable,  et  on  aura  le  volume 
de  la  sphère  en  supposant  ce  segment  égal  au  diamètre 
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même.  Ayant  ainsi  ramené  les  problèmes  à  la  rccherclie 
d'une  fonction,  si  l'on  ne  voit  pas  de  moyen  facile  de  la 
déterminer  elle-même,  on  peut  chercher  si  sa  dérivée  se- 
rait plus  facile  à  connaître.  S'il  en  est  ainsi,  le  problème 
est  ramené  à  celui  dont  nous  nous  occupons,  et  qui  a  pour 
objet  de  remonter  d'une  dérivée  à  la  fonction.  C'est  ainsi 
que  l'on  aurait  pu  prendre  tous  les  problèmes  des  limites  de 
sommes  que  nous  avons  étudiées  sous  un  autre  point  de  vue^ 
qui  était  plus  natiu*el,  et  devait  se  présenter  le  premier. 
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CHAPITRE  IL 

DIVERSES  MÉTHODES  D'INTÉGRATION, 


7.  Intégration  immédiate,  —  Lorsqu'on  reconnaît  dans 
l'expression  à  intégrer  la  différentielle  d'une  fonction  con- 
nue, il  suffit  d'ajouter  à  cette  fonction  une  constante  arbi- 
traire pour  avoir  l'intégrale  générale  demandée,  et  il  est 
bon  d'observer  que,  si  l'on  multiplie  une  différentielle  par 
une  constante  quelconque,  l'intégrale  se  trouve  multipliée 
par  le  même  nombre.  Ainsi  d'abord,  en  considérant  les 
différentielles  de  toutes  les  fonctions  simples,  comme  nous 
l'avons  déjà  remarqué  vers  le  commencement  du  Calcul  dif- 
férentiel, on  formera  un  premier  recueil  d'intégrales  indé- 
finies, renfermées  dans  le  tableau  suivant  : 

af^dx  = h  C, 

m  -M 

da*=a'lada: I  a'd!r=  — -f-C,      j  e* dx  =:  e* -{- C^ 

X             xïa  J    X        loge 

dmx  =  cosxdx 1  cosxdx  ==  sinx  -f-  C, 

rfcosjrnr  —  sin^C dx.  ...         I  sino;^  =  — .  cosa:  +  C, 

j  dx  C   dx 

atangar=  — — - f  — _  =  tangx -f- C, 

^        cos'x  J  cos**  ^ 

di^\Xz=: r-7- /   .-f- =  —  cou  4- C, 

sm' or  J   sin'jf 


.  ^.- .»  ■. 
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—  dx 

Vf  — ar^  J   ^ 

dx  *                      C      dx 
c?arctanffa:=r I    =:arctanffx -4- C, 

^  I  -f-  0?'  J     IH-  ^ 

,                         —  dx                     C   —  dx  - 

d  arc  cot  x  •=. f    =r  arc  cot  j?  -+-  C. 


1           .                   t**^  i       dx  , 

a  arc  sm  x  =  — ===== I  — —         •=:  arc  sm  x  -4-  C, 

J   yji—x^ 

— 14^  C  — dx 

d  arc  cos  x  =z  — ==-. f  ——=.  =  arc  cos  j:  -f-  C, 

J   i/l  — a:» 


H-o?' 


r  —dx  ___ 


Nous  désignons  ici  par  x  une  varîable  quelconque,  qui 
pourrait  être  une  fonction  d'une  autre  variable. 

En  d'autres  termes,  on  peut  remplacer  x  par  une  fonc- 
tion quelconque  (f{x)  dans  toutes  les  formules  précédentes. 
Ainsi,  par  exemple,  la  première  donnera 

8.  Il  y  a  une  remarque  à  faire  sur  la  formule 


/ 


x^iix  = h  C. 

/W-hl 


Elle  devient  illusoire  lorsque  Ton  suppose  in= — i.  Dans 
ce  cas,  la  diflFérentielle  est  — ;  et  son  intégrale  1  x -f- C 

X 

n'étant  plus  algébrique  ne  saurait  en  effet  être  fournie  par 

Texpression  algébrique h  C. 

Néanmoins,  comme  la  formule  est  exacte,  quelque  près 
que  m  soit  de  —  i,  on  peut  en  déduire  Pexpression  qui  doit 
la  remplacer  dans  ce  cas  particulier,  en  faisant  converger  m 
vers  la  limite  — i,  et  choisissant  la  constante  arbitraire 
de  manière  que  le  résultat  tende  vers  une  limite  finie.  D 
suflSra,  pour  cela,  de  mettre  le  second  membre  sous  la  forme 

H  Cl,  et  la  première  partie  se  présentera  sous 
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la  forme  —  pour  /w  =  —  i ,  Ci  étant  une  constante  arbi- 
traire ;  on  aura  ainsi  constamment 


/ 


af^dx  = h  Cl. 

m  -f-i 


La  première  partie^  qui  devient  -  quand  on  fait  m  =  —  i , 

a  une  limite  déterminée,  égale  k\x  —  la  ;  et  si  l'on  fait 
Cl  —  la  =  C,  C  restant  arbitraire,  on  aura 


I  x-^dx  z=z 


Ix  -h  C, 


ce  qui  s'accorde  avec  la  troisième  formule  du  tableau  pré- 
cédent. 

9.  Intégration  par  décomposition.  —  La  différentielle 
d'une  somme  de  fonctions  étant  la  somme  des  différentielles 
de  ces  fonctions,  il  s'ensuit  qu'on  aura  l'intégrale  générale 
d  une  somme  de  différentielles  en  faisant  la  somme  de  leurs 
mtégrales  et  y  ajoutant  une  constante  arbitraire,  si  l'on 
n'en  a  déjà  ajouté  dans  les  intégrations  partielles. 

On  pourra  donc  intégrer  une  expression  différentielle 
8Î  l'on  peut  la  décomposer  en  plusieurs  autres  dont  on  con- 
naisse les  intégrales.  Quelquefois  la  décomposition  n'est 
employée  que  pour  ramener  à  des  expressions  plus  simples, 
que  l'on  cberche  ensuite  à  intégrer  par  d'autres  procédés. 

Le  nombre  des  parties  dans  lesquelles  on  décompose  la 
fonction  donnée  peut  être  infini  \  c'est  ce  qui  arrive  quand 
on  la  développe  en  série  :  dans  ce  cas  il  faudra  toujours 
(aire  la  somme  des  intégrales  des  différents  termes  ^  maïs  il 
y  a  quelques  précautions  à  pr^dre  relativement  à  la  con- 
vergence des  séries,  et  nous  reviendrons  plus  tard  sur  ce 
point. 
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10.  Intégration  par  substitution.  —  Si  Ton  a  à  intégrer 
F(x)dx^  et  que  Ton  pose  a:  =  ç(z),  d'où  dx=  (f'{z)dz^ 
rexpressîon  donnée  devientF[y(z)]ç'(z)rfz5  et  la  limite 
de  la  somme  des  valeurs  de  celle-ci  sera  la  même  que  la 
limite  de  la  somme  des  valeurs  de  F(x)  dx^  pourvu  que  les 
valeurs  extrêmes  se  correspondent  dans  ces  deux  sommes. 
Donc  on  aura 

pourvu  que  Zq  et  Zi  soient  déterminés  par  les  équations 

'    F{x)dx'hC 
peut  être  remplacée  par 


i 


¥[ff{z)]<f'{z)dz-hC. 


On  peut  encore  s'en  assurer  en  observant  que  la  fonction 
dont  la  dérivée  par  rapport  à  x  est  F  (a:)  doit  avoir  pour 
dérivée  par  rapport  à  z 

¥(xW{zl     ou     F[ç(^)]ç'(z). 

La  question  est  donc  ramenée  à  trouver  une  fonction  dont 
la  dérivée  par  rapport  à  z  soit  la  fonction  F  [y  (^)]<p'(^). 

La  relation  x  =  (^(z)  étant  arbitraire,  on  parvient  sou- 
vent à  la  déterminer  de  manière  à  rendre  la  seconde  inté- 
gration plus  simple  que  la  première. 

JfX 
'     F(j:H-a)rfj:  devient,  en  po- 

sant  a:  -H  a  =  J", 


t. 

Jnx-i-a 
x^-j-a 
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OU,  en  changeant  la  lettre  y  en  a:. 


'  F(ar)éfx; 

on  a  donc  * 

r*x  /»a:-f-a 

I      ^{x-^a^dx^  \  Y{x)dx. 

/dx 
-5 -j»  on  pose  X  =  aj^,  d'où 

(fx=aé^,  on  a 

=  -  / ;  =  -arctangjr +  c  =  -arctang-+C. 

Soit  maintenant 

/xdx 
^     et     j?*  -4-  a'  =  7%     xiir  =  ydy^ 

on  aura 


/xdx      __   /* 


=  1  ûrj=^-i-C=:Vx»+a*H-C. 


Voici  encore  quelques  exemples  : 


j  cosx F  (sin J?)  dîr ,    sin  x  =  j^,     I  cosa? F  (sin  x)dxz=:  /  F  ( j)  t/j, 
H .  Intégration  par  parties.  —  La  formule 


dlup)  dv  du 

— i — Lz=.u h  «'  — 

dx  dx         dx 
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donne 

I  udv  z=  uv  —   1  vdu, 

et  ramène  la  recherclie  de  l'intégrale  j  udi^k  celle  de  i  (/  du. 

Or  on  peut  souvent  décomposer  la  fonction  F(:r},  qui  se 
trouve  sous  le  signe  d'intégration,  en  deux  facteurs  tels, 
que  l'un  soit  une  différentielle  connue,  et  que  l'intégrale 
à  laquelle  on  est  conduit  par  ce  procédé  soit  plus  simple 
que  la  première.  Cette  méthode  s'appelle  intégration  par 

parties.  Soit,  par  exemple,    i  x  cosxdx-^   on  prendra 

cosxdx  pour  la  différentielle  tf(^,  et  x  remplacera  w^  on 
aura  donc 

I  X cosxdx  z=  xsiax —  /  ^xdx  =  xsiax -hcosx -hC; 

de  même 

1  X*  cosxdx  =  x^  sîn*  —  ml  x^^*  sinxdx. 

Cette  dernière  se  ramènera  de  même  à  une  autre  où 
l'exposant  de  x  sera  m  —  2,  et  ainsi  de  suite  :  on  finira 

donc  par  arriver  à   /  siaxdx  ou  1  cosxdx^  suivant  que 

m  sera  impair  ou  pair. 

Nous  allons  appliquer  ces  différentes  méthodes  au  petit 
nombre  de  fonctions  qui  peuvent  être  intégrées  générale- 
ment* 
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CHAPITRE  m. 

INTÉGRATION  DES  FONCTIONS  ALGÉBRIQUES  RATIONNELLES. 


42.  Toute  fonction  rationnelle  de  x  peut  être  considé- 
rée comme  composée  d'une  partie  entière  et  d'une  fonc- 

lion  •T—\'>  dans  laquelle  V[x)  sera  d'un  degré  inférieur  à 

f(x). 

F(«) 
La  décomposition  de  la  fraction  ^r— r  >  d'après  les  pro- 
cédés qui  ont  été  exposés  précédemment  (tome  P',  Note  H), 
conduira  à  l'intégration  d'expressions  ayant  respectivement 
Tune  des  formes  suivantes  : 

Kdx  Adx  (Aar -|-B)<ijp  {Aa:-+-'B)dx 

x-^a        \^x  —  û)«'      (x  — «y-'-i-ê»*      [(a:  — a)'-*-6»]«* 

Examinons-les  successivement. 
1°  La  première  donne  immédiatement 

Kdx 


f 


=  Al{x^a)  4-C, 


X  —  a 
oP  On  trouvera,  pour  la  seconde, 

Adx  A 


J 


C. 


(x — a/  {n — i){x  —  a)'-* 

3®  Pour  la  troisième,  on  la  décomposera  comme  il  suit 

(A  jr  -h  'B)€ix  __  A(  jr  —  a)dx         (Aa-hB'dx 
(x  —  a)' -f-  6*  ""  («—«)» 4- 6'  "*"  (ar  — a)»H-6^ * 
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La  première  de  ces  deux  nouvelles  fractions,  ayant  pour 
numérateur  le  produit  de  A  par  la  moitié  de  la  diiTérentielle 
du  dénominateur,  est  la  différentielle  de 


2 

Pour  intégrer  la  seconde,  on  posera 

X  —  a  =  6z,     d'où     dx  =  ^dzy 

et  elle  devient 

Aa  +  B     dz 

ce  qui  est  la  différentielle  de 

Aa  -f-B 

T —  arc  tangz  ; 

o 

donc 

r{Ax-{-'B)dx      A  N,_^p,i  .   Aa-t-B        ^        a?  — a       ^ 

J  (^-,a)a^6a-^K(^-ar+e-]4--^arctaDg-^-f-C. 

4**  Quant  à  la  dernière  expression 

{Ax-h'B)dx 

on  la  décomposera  ainsi  : 

A{x^0L)dx  {XoL-hB)dx 


La  première  partie  est  la  différentielle  de 

--A 

2(71  —  i)[{x  —  a)'-i-  6^]— «' 

Pour  intégrer  la  seconde  partie  ..^^'^  _/  ^   >  on  posera 
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X  —  «  =  S5:,  et  elle  deviendra     -,^.     7— :  tout  sera 

donc  rëduît  à  intégrer  r-^ —'^  or  on  a  identiquement 


I  H-  z*  —  «*  I  z' 


donc 

(a* 4-1)» "" j  (^'  +  0-*      j  (^'  +  i;-* 
Mais  Tintégration  par  parties  donnera 
Ç  z^iiz z I  r       dz 

j(z^-i-i)"""     2(/i  — i)(z'4-i)^»     2(/î  — i)j  (^n+TTp'^ 

substituant  dans  la  précédente,  il  vient 

i 

Ç      dz z 9,/?  — 3     r         dz  \ 

J    {s'H-l)»""  (2/î  — 2)(Z»—  l)"-'  2.11— ^  J    (z^-f-  !)»-•'  ) 

/ 

L'intégration  étant  ramenée  à  une  autre  semblable,  mais 

dans  laquelle  l'exposant  de  -z*-f- 1  est  diminué  d'une  unité, 

on  parviendra,  par  une  suite  de  réductions  analogues,  à 

i,                       dz  . 

l'intégrale  de  — ?  qui  est  arctangz.  On  obtiendra  ainsi 

la  formtde  suivante  : 

a/i— 3 


(gff  — 3)('i/t--5)...5.3 

(a/i  — 3)(3/i  — 5)...3.i        ^  _ 

-H  ) ^7 7T 7— .arctanga-hC. 

(a/i  — 3)(a/i  — 4)"-4  î» 

Si  l'on  multiplie  cette  expression  par       ^^^    ?   et  qu'on 
remplace  z  par  — ^ — »  on  aura  l'intégrale  indéfinie  de 

(Aa-4-B)d:r 
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on  connaîtra,  par  conséquent,  celle  de  la  fonction  proposée 

(Aa:H-  'R)d.T 

Ainsi,  au  moyen  des  méthodes  qui  viennent  d'être  expo- 
sées, on  pourra  intégrer  toute  expression  algébrique  ration- 
nelle. 

m 

Intégration  des  fonctions  algébriques  irrationnelles. 

13.  Radicaux  du  second  degré.  —  H  n'y  a  qu'un  très- 
petit  nombre  de  fonctions  irrationnelles  que  Ton  sache 
intégrer  sous  forme  finie.  Nous  allons  examiner  celles 
dont  l'intégration  peut  s'effectuer  avec  une  certaine  géné- 
ralité. 

Nous  commencerons  par  les  fonctions  où  la  seule  quan- 
tité irrationnelle  est  un  radical  du  second  degré,  sous  le- 
quel se  trouve  un  polynône  du  second  degré  :  du  reste,  ce 
radical  peut  être  combiné  algébriquement  avec  x,  d'une 
manière  quelconque. 

Comme  on  peut  faire  passer  hors  du  radical  le  coe£Scient 
du  terme  qui  renferme  x*^  nous  pouvons  représenter  la  dif- 
férentielle proposée  par 

Pour  intégrer  cette  expression,  il  suffira  de  remplacer  x 
par  une  fonction  d'une  autre  variable  telle,  que  les  quan- 
tités x^  dx  et  ^a^bxzhx*  soient  rationnelles \  car  on 
retombera  dans  la  théorie  précédente,  qui  donnera  tou- 
jours le  moyen  d'effectuer  l'intégration. 

i^  Supposons  que  x*  ait  le  signe  H-  sous  le  radical.  On 
pourra  poser 

^a  -f-  bx  -f-  j:^  =  s  -f-  ar  j 
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d'où 

a-^  bxz=2zx  -t-z',     bdx=z7.zdx  4-  7.x dz  -4-  izdz^ 

a-— «  2(z* — bz-+-a) 

b  —  HZ  (6  — 2Z)' 

z^ —  hz  -f-  a 


^a-h  bx  -h  X*  = 


2Z  —  0 


La  différentielle  proposée  devient  donc  rationnelle  par  cette 
transformation.  On  aurait  encore  pu  poser 

^a-h  bx  -h  x^  =  ^  -hxz; 

il  en  résulterait 

■if  _ 

6  H-  or  =:  2z  ^  -h  arz*,     dx  =  2dz^a  -h  z^dx  -f-  7.xzdz^ 

9.z\la  —  b                    z^sla  —  bz  -^^  sfa 
xz=z — ,     cto  =  2 — dz^ 

I — z*  (i  —  z^y 


/ ; z^Ja  —  hz  -h  Ja 

Ja-{-  bx  -\-  x^=  —^ 5L_ . 

^  I  —  z'^ 

La  différentielle  proposée  devient  donc  encore  rationnelle  5 
mais  cette  transformation  aurait  l'inconvénient  d'intro- 
duire des  imaginaires  si  a  était  négatif. 

On  peut  encore  employer  une  troisième  transformation 
quand  les  racines  du  trinôme  a  4-  i  :c  -+-  a:*  sont  réelles  5  ce 
qui  aura  toujours  lieu  dans  le  cas  où  la  transformation  pré- 
cédente ne  peut  se  faire  en  quantités  réelles. 

Soit 

a  •+-  bx  -^  x^  =:  (x  —  ol)  {x  —  6), 

a  et  S  étant  réels  ^  posons 


yo  +  ^x-ï-^  =  (x  —  a)z, 
on  en  tirera 

X  —  6  =  (a:  —  a)z*,     dx  =  z*dx+  2[x — oi)zdz, 
6  —  az'  ,         2z(6  —  a)    , 

*=  7-9  dx=- 7T7-«2> 

I  —  z^  (i  —  z^y 

2. 


Ja  -+■  bx  -i-  «t'  = 

'  I  — « 
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2**  Dans  le  cas  où  x^  serait  affecté  du  signe  —  sous 
le  radical,  on  ne  pourrait  employer  la  première  de-  ces 
trois  transformations.  On  pourrait  employer  la  seconde  si 
a  était  positif.  Enfin,  si  a  était  négatif,  les  racines  du  tri- 
nôme a'-\-bx  —  x^  seraient  réelles,  sans  quoi  le  radical 

yja-^  bx — X*  serait  toujours  imaginaire  ;  alor  son  emploie- 
rait la  troisième  transformation,  qui  n'exige  que  la  réalité 
des  racines  du  trinôme. 

On  pourrait  encore  rendre  rationnelle  une  fonction  algé- 
brique qui  renfermerait  deux  radicaux  de  la  forme 

pour  cela  on  poserait 

d'où  

jrr=s' — a,     dx:=2zdzt     yb  +  xz=  ^z' -h  b  —  a. 

• 

Substituant  ces  valeurs  dans  la  fonction  différentielle  don* 
née,  elle  ne  renfermera  qu'un  seul  radical  du  second  degré, 
qui  affectera  une  expression  du  second  degré  en  z.  On 
retombe  ainsi  dans  le  cas  précédent. 

14.  Appliquons  ces  transformations  à  quelques  cas  par- 
ticuliers. 
Soit 

^a  -{-  bx  -\-  x* 

posant 

^a  4-  ùx  ■+-  x^  =^  z  —  X, 
on  en  déduit 

»                               •        *          ^f^  — x)dz 
a  -^  bxz=  —  2XZ  H-  z*,     dx  ==  — i- — y 

b  -^2,z 
dx  dx  2dz 


z  —  x       yla  4-  ^x  -f-  x^»        b-i-^z^ 
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donc 

dz 


(^•) 


=  \[^^z\  -hC 


-  ô  -f-  z 

2 

=  l[  -  '\'  X  -\-  ^a  -\-  bx  -^  xA  4-C. 

Dans  le  cas  où  l'on  aurait  è  =  o,  on  trouverait 

dx 


/; 


15.  Considérons  maintenant 

dx 


z=\[x  -f- ^ô+x^)  +  C. 


.1 


^a  -f-  bx  —  X 

et  posons 

KJa  -{-  bx  —  x^  =  Ja  -f-  xZm 
OU 

_  i—  dx  7.dz 

b — xzzzinz  ^a-\-  xz^^     — : = -\ 

U^  _1_    -)» r.  I  -f-  3 


^-5 

donc 


/; 


=:  C  —  2arctaDg3 


^a  +  ^0?  —  47* 

_                           \/rt  -h  bx  —  .r-  —  Ja 
=  C  —  2  arc  tang — . 

X 

Si  les  racines  du  trinôme  a'\-bx  —  x^  sont  réelles,  on 
peut  employer  la  troisième  transformation  et  poser 


^a  -h  bx  —  x^  =  (ar  —  a)z, 

en  supposant 

a:' —  bx —  a  =  {4?  —  ol)[x  —  6), 

On  aura  d'abord 

6  — a:=:(j:  — a)z%     — dx{i  -+-«')  =  ^[x  —  a)zdz^ 

dx  ndz 

.     (x  —  a)z  i4-«'' 
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donc 


-=====  =  C—  a^arctangi/ 

=  C  —  2arc  tang  1  / 7 , — 

/        /    IX—  b  Y 
=  C  —  arc  tang -, — ^-5[ —    7    ^    =  C  —  arccos  -====• 

Dans  le  cas  particulier  où  i  =  o,  a=i,  cette  dernière 
formule  donne 

z=  C  —  arc  cos^  =:  C  +  arc  sinx. 

L'autre  transformation  donnerait,  dans  ce  cas, 


/ 


dx  ^  six  — ai^ —  I 

;  =  C  —  2arc  tang  — 


\/i  —  X 


X 


=zC  —  arc  tang  —  =  C  +  arc  sin  jr, 

^i  —  x^ 


résultat  identique  au  précédent. 

16.  On  a  souvent  à  intégrer  des  expressions  de  la  forme 
suivante  : 

(ax  -h  6)  dx 
^a  -h  bx  —  x^ 

On  introduit  alors  au  numérateur  la  différentielle  de  la 
quantité  soumise  au  radical,  et  Ton  décompose  cette  diffé- 


rentielle dans  les  deux  suivantes  : 


a{x ]  dx  l^  -h  ^^\  dx 


^a  -h  bx  —  x^       ^a  -f-  bx  —  jç^ 
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a3 


La  première  a  pour  intégrale  —  a  \la  •+■  bx  —  x* ,  et  la 
seconde  rentre  dans  le  cas  précédent. 

17.   La  différentielle  peut  être  intégrée 

^a  +  bx  —  x^ 

d'une  manière  plus  simple  que  par  les  transformations 
qae  nous  venons  d'effectuer,  en  la  ramenant  à  la  forme 

dz 
— TTT^:  5  expression  <jui  a  pour  intégrale  arcsin^.  En  effet, 

on  a 

dx 


dx  dx 


v/t- 


Va  +  6«— .r»  /b^  i  ô\'  /  /  b 

X 

2 


"-"  Vh"(^-^ï  J.. 


\/J*', 


donc 


b 

X 

dx  .  2  ^ 

=  arc  sm —^^=  -h  C. 


^a  H-  bx  —  ar' 


v/î+- 


18.   Fonctions  de  monômes  irrationnels.  —   Si  Ton 
a  une    fonction    algébrique    rationnelle    des    quantités 


m 


^,  a::^,. . .,  x*,  il  est  facile  de  la  rendre  rationnelle,  en 
même  temps  que  dx\  il  suffira  de  poser  or  =  «"^•••'  :  on 
aura  alors  dx  =  nq...sz'*'f"'''^dz^  et  tous  les  monômes 

^  V  -5  ^  seront  rationnels  en  z. 


-^ 
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CHAPITRE  IV. 

DIFFÉRENTIELLES  BINOMES. 


19.  On  désigne  sous  ce  nom  les  expressions  de  la  forme 

On  peut  toujours  supposer  m  et  ti  entiers  5  car,  s'ils 

étaient  fractionnaires,  la  transformation  indiquée  dans  le 
numéro  précédent  ramènerait  à  une  expression  semblable, 
où  les  exposants  de  la  variable  seraient  entiers.  L'exposant 
p  est  supposé  fractionnaire;  car  s'il  était  entier,  positif 
ou  négatif,  l'expression  proposée  serait  rationnelle.  Les 
signes  de  ces  trois  exposants  sont  arbitraires  ]  mais  on  peut 
toujours  supposer  n  positif  :  en  effet,  s'il  était  négatif,  on 
pourrait  multiplier  le  binôme  a  4-  ix"  par  x"*  et  ajouter 
np  à  l'exposant  de  x^^  qui  pourrait  alors  devenir  fraction- 
naire, mais  que  l'on  rendrait  entier  par  la  transformation 
déjà  indiquée.  On  peut  donc  toujours  supposer  m  et  n 
entiers  et  n  positif. 

Nous  emploierons  d'abord  la  méthode  de  substitution/ 
4çt  nous  poserons  a  -f-  ix"  =  z,  d'où 


a: 


X  I 

(z  —  ûN"  I    fz  —  a\^ 


et,  par  suite. 


m+i 


Donc,  si est  un  nombre  entier  positif  ou  négatif, 
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l'expression  en  z  n'aura  plus  d'irrationnel  que  le  mo- 
nôme zP^  et  on  la  rendra  rationnelle  par  le  procédé  in- 
diqué dans  le  numéro  précédent.  Si,  par  exemple,  on  a 

p  =  -»  on  posera  z  =  ^,  ce  qui  revient  à  faire  d'abord 

L'intégrabilité  de  la  différentielle  proposée  est  donc  assu- 
rée quand est  un  nombre  entier,  quelles  que  soient 

d'ailleurs  les  deux  quantités  m  et  n. 

20.  On  peut  arriver  à  un  autre  cas  d'intégrabilité  en 
mettant  la  différentielle  donnée  sous  la  forme 

En  effet,  si  l'on  applique  la  condition  qui  vient  d'être 
trouvée  en  général,  on  trouve  qu'on  pourra  l'intégrer  si 

m-f-wp-f-i  ,  .  .m  +  î 

■ est  un  nombre  entier,  ou  si h  p  est  en- 

tier;  condition  qui  pourra  quelquefois  être  remplie  quand 
la  première  ne  le  sera  pas. 

21.  On  peut  appliquer  l'intégration  par  parties  à  la 
même  différentielle  x'^^a-^-hx^Y dx^  en  considérant 
a:""*(a  -f-  bx^ydx  comme  une  différentielle  exacte,  dont 
l'intégrale  est 

On  obtiendra  ainsi 
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Mais 

donc,  en  substituant,  on  aura 


/ 


afla  H-  ba*)P(i.T  = 

^  '  nbip-^i) 

Si  l'on  réduit  le  dernier  terme  de  cette  équation  avec  l'ex- 
pression semblable  qui  se  trouve  dans  le  premier  membre, 
on  obtiendra  la  formule 


[     1  x^{a 


ba^ydx  =  — ; ; — 

6^/»-f-/ip  +  i) 

{m  —  n  -f-i)a 


6(m-f-/i/?H- 


_.    /  a:»-«(a  +  bae*)Pdx. 


On  est  ainsi  ramené  à  intégrer  une  différentielle  du  même 
genre  que  la  première,  et  qui  n'en  diffère  qu'en  ce  que  l'ex- 
posant m  est  changé  en  m  —  n. 

1^  Supposons  que  m  soit  positif  et  plus  grand  que  n.  En 
traitant  cette  nouvelle  différentielle  de  la  même  manière 
que  la  précédente,  on  diminuera  encore  de  n  l'exposant 
de  X  et,  en  continuant  ainsi,  on  sera  ramené,  après  un  nom- 
bre k  d'intégrations,  àla  différentielle  a:~~**(a 4-  boc^Ydx\ 
et  l'on  effectuerait  immédiatement  l'intégration  si  l'on  avait 

,  /n  + 1        ,        - 

m  —  knz=n  —  i ,     ou     =  a-  H-  i; 

n 

Ce  procédé  conduira  donc  à  l'intégrale  cherchée  toutes  les 
fois  que  m-f-  i  sera  divisible  par  n.  C'est  le  premier  cas 
d'intégrabilité  que  nous  avions  reconnu. 

2^  Si  m  était  négatif,  la  formule  (i)  ramènerait  la  dif- 
férentielle proposée  à  une  autre  moins  simple,  puisque  l'ex- 
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posant  du  facteur  monôme  y  aurait  une  valeur  numérique* 
ment  plus  grande.  Mais  si  Ton  tire  de  cette  même  équation 
la  yaleur  de  la  seconde  intégrale  en  fonction  de  la  première, 
on  aura  une  formule  qui,  dans  le  cas  de  l'exposant  négatif, 
ramènera  l'intégration  proposée  à  une  plus  simple.  Si  en 
même  temps  on  change  m  —  /i  en  —  m,  on  aura  la  formule 
suivante  : 


I  ar^{a  +  haf^ydx  =  — 


{a  +  6x«y'+' 


(.)     r  •  '"~'^" 

^('w — wp  —  n  —  i)   r      .  .        ,    v«  , 

\m—\,a  J 

Au  moyen  de  cette  formule  on  abaissera  l'exposant  -r—  m, 
puisqu'on  le  ramène  à  —  m  -}-  ti,  et  que  n  peut  toujours 
étfe  supposé  positif.  En  continuant  ainsi,  on  arrivera  à 
l'exposant  — m-\-kn\  et  l'on  pourra  intégrer  si  l'on  a 

—  m-l-i  , 

—  m  '{'  kn=:n  —  i,     ou     =1  —  a-, 

n 

■ 

Cette  condition  ramène  encore  au  premier  cas  d'intégra- 
bilité. 

Lorsque  la  différentielle  ne  rentre  pas  dans  ce  cas,  les 
formules  (i)  et  [i)  ramènent  toujours  l'exposant  m  à  une 
valeur  positive  plus  petite  que  n. 

Les  formules  (i)  et  (2)  ne  peuvent  être  employées,  la 
première  lorsque  l'on  am4-7ip-f-i  =  o,  la  seconde  lors- 
(jue  m  =  I ,  parce  qu'alors  l'intégrale  cherchée  disparait,  et 
l'équation  qui  subsiste  ne  peut  plus,  par  conséquent,  en 
domier  la  valeur.  Mais,  dans  chacun  de  ces  cas,  l'une  des 
conditions  d'intégrabilité  est  satisfaite,  et  la  différentielle 
derient  rationnelle  par  la  substitution  que  nous  avons  faite 
en  premier  lieu. 

22.  La  manière  dont  nous  avons  fait  usage  de  l'intégra- 
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tîon  par  parties  avait  pour  objet  de  réduire  l'exposant  de  x 
en  dehors  de  la  parenthèse,  mais  on  pourrait  la  diriger  de 
manière  à  réduire  l'exposant  du  binôme  (a  4-  iar"). 

En  effet,  si  Ton  considère  x'^dx  comme  diflerentielle, 
on  trouvera 


/ 


.r^  [a  H-  haf^ydx  = ^^ i- 


^P^    J 


af"*^''(a'hlfX*)P-*dx. 


Dans  cette  dernière  intégrale  on  peut  abaisser  l'exposant 
m-^n  sans  changer  l 'exposant  p  —  i ,  par  le  procédé 
employé  dans  le  n**  21,  etlon  obtiendra  ainsi 


(    1  x'^{a 


(3)  r  rn-^np-^i 

^-^ \  x'^ia-^-ba^y-Ulx. 

/w  -H  /?/?  -i-  I  J  ' 

Cette  formule  deviendrait  illusoire  dans  le  cas  déjà  exa- 
miné, où  l'on  aurait 

/w  -f-  /î/?  -f- 1  =  o. 
En  appliquant  le  même  calcul  à  la  différentielle 

af^^a-^- bx^)P:'^dx^ 

on  abaissera  d'autant  d'unités  que  l'on  voudra  l'exposant 
de  (a  4-  baf)^  dans  le  cas  oùp  sera  positif,  et  l'on  parvien- 
dra à  un  eicposant  compris  entre  o  et  i .  Celui  du  facteur  xf^ 
est  resté  le  même  ;  mais  on  pourra  le  réduire  ensuite  comme 
on  l'a  indiqué  précédemment  :  et  si  la  différentielle  ne  de- 
vient pas  intégrable,  elle  sera  du  moins  simplifiée  le  plus 
possible. 

Sip  est  négatif,  on  tirera  de  l'équation  (3)  la  valeur  de 
la  dernière  intégrale,  qui  se  trouvera  ramenée  à  une  plus 


DES    LIMITES    DE    SOMMES.  ^9 

simple.  Chasgeant  />  en,  — />,  pour  expliciter  son  signe, 
puis  mettant  p  au  lieu  de  p  + 1 9  on  obtient 


j  af(a 


anip  —  i) 

Cette  formule  ne  deviendra  illusoire  que  dans  le  cas  où 
p  =  I .  Mais  alors  la  différentielle  proposée  est  rationnelle 
à  moins  que  m  ne  soit  fractionnaire;  et,  dans  ce  cas,  on 
emploierait  une  transformation  déjà  indiquée. 

Au  moyen  de  la  formule  (4)^  l'exposant  négatif  — p 
peut  être  successivement  augmenté  d'autant  d'unités  que 
l'on  voudra,  et  sera  ramené  à  être  compris  entre  o  et  -h  1 . 
On  pourra  ensuite  réduire  Texposant  de  x^  sans  changer 
celui  qui  affectera  le  binôme  [a-hhx"). 

23.  Prenons    d'abord    pour    exemple    la    différentielle 
>  dans  laquelle  m  désigne  un  nombre  entier  positif. 


sji  —  x* 


Elle  est  toujours  intégrable  ;  car  ou  a 


I 
/I  =  2,     /?=  —  - 


Donc  si  n'est  pas  entier, hp  le  sera.  Si  on 

lui  applique  la  formule  (i),  ou  si  on  l'intègre  directement 
par  parties,  on  trouvera 

/x^dx    af-î  ^i  —  0?*       m  —  I     /*  af-^^Lc 
yJl  —  X^  /»  ^       J    n/i  —  -^^ 

L'exposant  m  étant  ainsi  abaissé  de  deux  unités,  on 
arrivera,  en  continuant  d'appliquer  le  même  procédé,  à 
u  /*    X  dx  i        (Ix 

lune  des  deux  expressions  1  ■%    j  ?  suivant 

J  sli  —  x^    J  )/i  —  ^ 
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que  m  sera  impair  ou  pair;  la  première  a  pour  intégrale 

—  ^i  —  :c%  et  la  seconde  arc  sinx. 

On  parvient  ainsi  à  la  formule  suivante,  dans  le  cas  de 
m  impair, 


, r 

/x'^dx    _        VI  —  x^  l 


x»»-»  H x^-'-H  i^ ir7 ré  ^' 

m  —  2  \m  —  2)C»  —  4) 

(m — i)(m~3). .  .2 

(w' — 2)(w — 4)'  •  •* 


On  trouverait,  dans  le  cas  de  m  pair. 


/x'^dx  i/i — x^Y  m  —  ï  (m — \){m  —  3). ..31 

y^i  — .r^  'w       L  m— 2  (/»-.a)(in— 4)...2j 


(m  —  i)f/» — 3). ..3.1         .  ^ 

-f-  i— ■^^-- '—r. arcsma:  -f-  C. 

m[m  —  2)(/»  —  4)"*^ 


Si  l'on  supposait  l'exposant  négatif  et  représenté  par  —  m, 
la  formule  de  réduction  serait  la  suivante  : 


/x-'"dx    ^.-«+1  ^i  _  ^2        m  —  2     r  x-'^^dr 

Le  seul  cas  où  elle  ne  "puisse  être  appliquée  est  celui  où 

m  =  I  ;  il  s'agit  alors  d'intégrer  —        .    .  On  pourra  em- 

xs^\ — x'^ 

ployer  pour  cela  la  transformation  relative  aux  radicaux  du 
second  degré,  et  poser 


y/l  —  X^z=:z\  -f-XZ; 

d'où 

— ^"  ar  =  2z  4-  xz%     —  dx=.7.dz->r  2.xzdz  +  z^dx^ 
dx  dx  ^.dz  dx  dz 


3  Z 


Donc 


/: 


yi  —  ^'  \  •'^ 
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On  serait  arrivé  plus  simplement  au  même  résultat  en  po- 

I  .  .     j  ,     —  dz 

sant  x  =  -5  ce  qui  aurait  donné  ■  -  ?  que  nous  avons 

intégré  précédemment. 

dût! 

La  différentielle  —    '       s'intégrera  de  même  en  posant 

x^a:^ — I 

x=:--  Elle  devient 

z 

—  dz 


donc 


z" 


ou     cfarccosz; 


/: 


dx  I        ^ 

]-^==-  =  are  cos  — i-  C. 
x^x^ — I  ^ 

dx 


On  traitera  de  la  même  manière  la  différentielle  - 

X  ya^-h  x^ 

et  Ton  trouvera 


/ 


€lr  i      a  -^  Jx'  -f-  «2       ^ 

y  =  —  -  1 -4-C} 

xs/x^-^-à*  o,  X 


*       .  ,  dx     

on  j  ramènera  la  suivante  —  y  rb  a^±  x^  en  multipliant  et 

X 

divisant  par  le  radical^  on  trouvera  ainsi 


/ 


dx   /-- 1— ,  a  -h  \/a*+  x^ 

X  ^  X 

dx  s/à^—  x^        /-- ,  a  ■+-  Ja''—  x* 


X 

x^dx 


24.  Considérons  encore  la  différentielle  binôme  ^ 

\ax-—x^ 

qui  se  rencontre  dans  le  calcul  des  oscillations  du  pendule. 
On  a  identiquement 

-  /  x"*"^  1  X I  iix 

Ç^'"dx     ___    /  \  2/  a     r  x'^^dx 

J^ax^x^      J  y^ax—'X^  ^  J  ^ax  —  x^ ' 
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mais,  en  intégrant  par  parties,  on  trouve 


slax  —  x^  ^ 


.    / ;       /  X   C^'^^^iax  —  x*)dx 

—  x"-'  y/ax  —  or'  -f-  (/»  —  i)  I   ^  ' — 

J  Jax  —  X* 


J    ^ax  —  x^  J  ^ax  —  x^ 

substituant  dans  la  première  équation  et  réduisant ,  il  vient 


x^~~^  \ax  —  x^        [nm  —  \)a    (*  a:"""' dnr 


/.r^dx.       af^'-^  s^ax  —  x^        {im  —  \\a    f* 
sjax  —  x^  ^  '^^         J    >jax  —  x^ 

L'exposant  m  étant  abaisse  d'une  unité,  si  Ton  applique  le 
même  procédé  à  la  nouvelle  différentielle  et  aux  suivantes, 

/dx 
•  On  obtiendra  cette  der- 
^ax  —  x^ 

nière  en  observant  que 

"dx 
dx  dv  a 


^ax  —  X 
donc 


»  là'       (a  Y  I        la—^ixY 


/ 


dx  a  —  IX       ^ 

=  arc  cos h  C. 


^ax  —  x^ 


Si  m  était  négatif,  la  formule  ci-dessus,  résolue  par  rapport 
à  l'intégrale  qui  est  dans  le  second  membre,  servirait  de 
même  à  l'abaissement  de  l'exposant  jusqu'à  zéro. 


■•«•« 
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CHAPITRE  Y. 

INTÉGRATION  DES  FONCTIONS  EXPONENTIELLES, 
LOGARITHMIQUES  ET  CIRCULAIRES. 


25.  Si  Ton  sait  întëgrcr  la  difiierentielle  F(x)dx^  on 
saura  aussi  intégrer  les  suivantes,  par  une  simple  substi- 
tution : 

¥{e*)e*elx^     F(la?)-7->     F(sinx)cosxdj:, 

F(cosa:]sinj?^:r,     F  {^ro  RÎn^)  >- ^ 

VI  —  X» 

F(arccosx--:=ij=:f     F(arctanga:) -• 

On  voit  de  même  que,  si  F  désigne  une  fonction  algébrique, 
on  rendra  algébriques  les  différentielles 

F(c*)£/x,     F(sinx,  cosx)dxy 
F(sinjr,  sin2.r, .  . .,  cosx,  cos2ar, . .  .)d.T^ 

en  posant  respectivement 

c*  =  2,     sinx  =  3,     ou     cosa:  ==:  z. 

26.  Soit  maintenant  la  différentielle  Vz^dx^  dans  la- 
quelle z  désigne  une  fonction  transcendante. 

Si  l'on  pose 

^  que  Ton  puisse   obtenir   les  fonctions  désignées  par 
V)  R,    S, . . . ,   riutégration   par  parties   fera   connaître 
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fVz'^dx.  En  effet,  on  aura 


et  ainsi  de  suite  ^  donc 

27.  Si  Ton  suppose  P  ;=  i  et  que  Ton  fasse  successive- 
ment z  =  1  x,  z  ==  arc  sinx,  on  trouvera 

/ri"j:  —  72 1«-' JT  + /«f /i  —  I  )  l"-^ar  —  . .  .  1 
\«a:dx  =  a:\  ^  '  -+- C» 

L  3:/î(/2  —  l).  .  .2.  I  J 

[«VI  —  .r*       n{rt  —  i)j:  "1 

arcsino;        (arcsinar)*  1,        .      . 

, 1  I  (arc  sm  xf  H-  C 

(arcsin.r)»  "*J 

Si  Ton  suppose  P  =  af"^  et  z  =  1  x,  on  aura 

[,           n.     ^         nin  —  i),     . 
\nx l»-«a:-4-  -^ ^l"-*x  — ... 
f            \  I  H-C. 

/l(/l  —  l).  .  .2.  I 

Si,  dans  la  première  et  la  dernière  de  ces  trois  formules, 
on  pose  la:  =  z,  elles  deviennent,  en  remplaçant  m  par  a. 

J  L    =i=/2  /2--I  ..-.2.1  J 


a 
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si,  dans  la  seconde,  on  pose  arc  sin  x  =  z,  d'où 

X  =2  sînz,     dx  =  coszdzj 
elle  devient 

j  z^coszdz:=sinz[z* — n{n  —  i)a-"*-h. . .] 

•  H-cosz[/i2;"~*—  n{n—  i)(/i  — 2)z"-'-f...] -4- C. 

On  peut  d'ailleurs  obtenir  directement  ces  trois  dernières 
formules,  et  en  déduire  réciproquement  les  trois  premières. 

28.  Les  deux  intégrales  fe'"'  cosbxdx  et  fe'^'sinbxdx 
peuvent  se  déterminer  à  la  fois,  au  moyen  de  l'intégration 
par  parties.  En  eifet,  on  trouve  immédiatement 

e"cosbxdx:z^ 1 —  I  e°'  smbxdx^ 

a  aj 

/.    ^     ^         ff*smh.T        h    r  ^      , 

e^* smbxdx  =^ i  e^'cosbxdx, 
a              aJ 

De  ces  deux  équations  on  tire,  pour  ces  intégrales,  les  va- 
leurs suiyantes  : 


/ 


a  cos  bx  —  b?<v[\bx 

&"  cos  bxdx  = €"  -f-  C, 

a^-h  b' 

.    ,      ,         asin^j: — bcosbx 

ef*smbxdx=z c««h-  C. 

a' -H  b* 


29.  On  pourra  encore  déterminer  les  intégrales 

en  abaissant  successivement  l'exposant  de  .r  ^  mais  le  calcul 
sera  simplifié  au  moyen  de  la  formule  ci-dessus,  qui  donne 
la  valeur  de  fz'^e'^'dzj  dans  laquelle  on  remplacera  a  par 

«  -f-  i  V —  ^  •  ^^^  devient  alors,  en  substituant  x  kz^ 
j  a;" tf"  (cos  bx  H-  ^ — I  sin  bx)dx 

e^' (cos bx 4-  si—  1  sin bx)  V  yi x"-'  _j_/?(/i  — 0...!?..i  1 

a-hb^^  l  a-^bsf^  (a-f- 6  v^— i)"J 

3. 
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Si  Ton  égale  les  parties  réelles  des  deux  membres,  ainsi 
que  les  parties  imaginaires,  on  aura  les  valeurs  des  deux  in- 
tégrales cherchées. 

30.    Considérons  maintenant  les  différentielles  de  la 
forme 

sin'"a?cos"^^jr. 

Si  l'on  pose  sinjc  =  ^,  d'où  cosxdx  —  dz^  on  obtient 


/I  —  T 


z'"(i  — z»)  »    dz. 

Elle  rentre  ainsi  dans  les  différentielles  binômes,  et  sera 

intégrable  lorsque  sera  entier,  c'est-à-dire  lorsque 

m  sera  un  nombre  entier  impair,  ou  lorsque  n  sera  un 
nombre  entier  impair,  ou  lorsque  ni  -h  n  sera  un  nombre 
entier  pair.  On  aurait  pu  poser  cosx  .=  z,  et  la  différen- 
tielle serait  devenue 


m  -  X 


d'où  Ton  aurait  tiré  les  mêmes  conséquences. 

31.  Au  lieu  d'employer  ces  transformations,  on  peut 
traiter  directement  la  différentielle  proposée,  au  moyen  de 
l'intégration  par  parties.  On  trouvera  ainsi 

,  ,     /•  .  ,         sin'"+'a?cos''-*:c       n  —  '     /*  .     ^.  ,     . 

(i)    I  sm^^cos^xfite  =  ■ 1 I  sm'"^"»  cos"~*jpi£r« 

^  ^  J  m  -\-i  m-\-i  J 

Or 

I  sin'""^^a:cos''""^x^r=   1  (sin'"a;cos"~''x)(i -— cos'a:)d!a? 

=  I  sin^arcos""'^?!/^: —  I  siu'"xcos''x<2r; 
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substituant  et  réduisant,  il  vient 


(2) 


/.  ^              ,         sm"'"^'j:cos"~'x       n  —  \    C  >  .     . 

sm"*j:cos"j:a4r  = 1 I  sin"*j:cos"~'jrrfx. 
m-h  n              m-hnj 

Donc,  si  n  est  positif,  cette  formule  l'abaisse  de  deux  unités, 
sans  changer  m  5  excepté  toutefois  le  cas  où  m  -f-  «  ==  o,  que 
nous  examinerons  plus  tard. 

En  supposant  que  ce  cas  ne  se  présente  pas  jusqu'à  la  fin 
du  calcul,  et  en  continuant  de  diminuer  l'exposant  de  cos^r. 
on  le  ramènera  à  o,  ou  i  s'il  est  entier. 

32.  En  dirigeant  autrement  l'intégration  par  parties,  on 
abaissera  successivement  l'exposant  de  sinx.  En  effet,  on  a 

/o\    T-  -         -     .        cos»^-'a:sin'"-'jr       m  —  1    /*  .       ,  ^,     , 

(3)    I  sm^jr cessante  = 1 1  sm"'""'j:cos"+'jr//jî 

J  n-ï-i  n-\-i  J 


or 


I  sin*"" jr  cos**"*"' ar^fjr  =  |  {sin'""'jrcos'*.r)(i  —  sin'x)^^ 

=/sin~-'.cos..^-/sin..cos...^. 
Substituant  dans  la  précédente  et  réduisant,  il  vient 

sin^xcos"^:^^: 1 I  sin*""~'aîCOS".r  r£r. 

m-h  1  m-hnj 

Si  donc  on  accepte  encore  le  cas  de  m  -f-  /i  =  o,  on  abais- 
sera l'exposant  de  sin a:  d'un  nombre  pair  quelconque,  et, 
s*il  est  entier,  on  parviendra  à  le  réduire  à  zéro  ou  à  l'unité, 
sans  que  l'exposant  de  cosx  ait  changé.  S'ils  sont  tous  deux 
entiers  et  positifs,  on  les  réduira  successivement  Tun  et 
Vautre,  autant  que  possible,  sans  les  rendre  négatifs,  et  il 
restera  à  intégrer  une  des  expressions  suivantes  : 

1  dx^      I  cosxr/x,      I  ÛTLxdx^      j  sinurcosxdlr, 
que  nous  considérerons  tout  à  l'heure. 
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33.  Supposons  maintenant  que,  m  étant  positif,  n  soit 
négatif  et  remplacé  par  —  ti  5  la  formule  (2)  donnera 

. dx  z= I dx^ 

cos*'.K  [m  —  n) cos""*"' x      m  —  n  J  cos""*"^ x 

L'exposant  de  cos.r  se  trouvant  élevé  de  deux  unités,  on 
tirera  la  valeur  de  Tintégrale  qui  est  4ans  le  second  mem- 
bre, et  Ton  trouvera,  en  changeant  ti  -f-  2  en  /i, 

,^,   rûn"*x  ,  sin'"^'^  n  —  m — 2  f*  siaTx     - 

(5  )  1  dx  =  -. i I  dx. 

^    'J  cos"a;  [n  —  i)cos"~'a?  n  —  i       J  cos"~^jp 

Cette  formule  ne  peut  être  appliquée  dans  le  cas  de  w  -nz.  i . 
Si  en  même  temps  m  est  entier,  on  l'abaissera  au  moyen  de 
la  formule  (4),  et  Ton  parviendra  à 

/smx   ^                  r  dx 
d.r,     ou      f  9 
cos:p                    j  cosa? 

expressions  que  nous  intégrerons  tout  à  l'heure. 

* 

34.  Si,  au  contraire,  n  est  positif  et  m  négatif,  rempla- 
çons-le par  —  m  dans  la  formule  (4)?  elle  devient 

/cos"jî  _                cos"*"*ar              m+i     /*  cos":r     , 
-^ dx  =  -. ,    .   „_^. ! I  -: — - —  dx. 
sm'"jp            (m  —  «)  sm"'"^'*       m  —  n  J  s\ïi"'^^x 

L'exposant  de  sin:r  étant  augmenté  de  deux  unités,  on 
tirera  la  valeur  de  l'intégrale  du  second  membre,  et  Ton 
aura,  en  remplaçant  m  -f-  2  par  m, 

//>        r^os^x  ,  cos"^'jr  m  —  n — 2  /*cos"ar     . 

(6)     l-^-ir-^=i V   .  „  .     H I- r-4r. 

J  sm"'a:  [m  —  ijsm'"""'^  m  —  i     J  sm"'-^x 

Cette  formule  ne  peut  être  appliquée  si  m  =  i  ^  mais  alors, 

en  abaissant  l'exposant  de  coso:,  on  arrivera,  s'il  est  entier, 

,  ,,  ,  •        .         /*cos^  J  r  dx 

a  1  une  des  expressions  I  -: —  ax  ou  f  -; — • 

^  J    S1U.A'  J    sinx 

35.  Supposons  enfin  que  m  exn  soient  négatifs  tous  les 
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deux,  et  rempIaçons-lcs  par  —  m  et  —  /i.  La  formule  (2) 
deviendra 


/; 


dx  —  1  n  ^  i     r  dx 

sin"*j;cos'*x       (/»-h/ï)sin'"~^jrcos""'"'^       m-\-nj  sin'^.rcos"'*'^* 

OU)  en  tirant  la  valeur  d6  la  seconde  intégrale,  et  chan- 
geant 71 4-  a  en  /i, 

\   C        ^        ^  m  —  I        Ç         dx 

J  sin"'jpcos'*a?       («  —  i  )sin*"-'à:cos"~'^       m-\-n  —  2  J  sin"*  j:cos"~^j: 

On  tirera  semblablement  de  la  formule  (4)  ' 

/dx        I  m-h  i    r         dx 

sm''Ucos"j?       (/»-4-/2jsm'""*'*j:cos"~'jp       m-\-nj  sin'"~'a:cos"j: 

Tirant  de  là  la  valeur  de  la  dernière  intégrale,  et  rem- 
plaçant m  4-  2  par  m,  il  vient 

J  sm'"j:cos"j?      (m  —  i)sin'"~'xcos"~'x  m  —  i     J  sm"'-'a:cos" 

Au  moyen  des  formules  (7)  et  (8)  on  diminuera  du  plus 
grand  nombre  pair  possible  les  exposants  de  sinj:  et  cosx^ 
il  n  y  aura  d'exception  que  pour  le  cas  de  m  =  i  ou  w  =  i , 
et  alors  on  parvient,  en  supposant  m  ei  n  entiers,  à  Tune 
des  expressions  suivantes  : 

/dx       r  dx       r     dx 
sino;         J  ces  a;        J  i 


X 


sin^;  cosa: 


36.  En  réunissant  les  cas  particuliers  auxquels  on  est 
conduit  par  l'application  de  ces  procédés,  on  voit  que  Ton 
est  toujours  ramené,  (juand  les  exposants  sont  entiers,  à 
effectuer  Tune  des  intégrations  suivantes  : 

M*i    I  cos€2r,      I  ûaxdx,      \  ûnxco^xdx.      I  dx^      \  — — dx^ 

J        J  *    J  '    J  '    J   cos.r  J    sm.r 

C      dx              r  dx           r  dx           rsin'^x  ^       '    rcos'"x  ^ 
1         I   9         I  »         I   dx^        I   —. dx. 

J  Mux-cosu.        J   siu.r        J  cosu.-        J  co6"'x  J    sm^'j; 

liCssix  premières  s'obtiennent  immédiatement,  et  ont  pour 
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valeurs  respectives 


j  dx  =  js  -^  C^      j  cosdx  rrr  sin j?  H-  C. 
smxax  =  —  cosx  4-  C,       I  sin  j?  cosxax  = h  C. 

Dans  les  deux  suivantes  le  numérateur  est  la  différentielle 
du  dénominateur,  abstraction  faite  du  signe.  Donc 


/sin.ré/j;            ,                ^         rcosxdx       ,   ,  ^ 
=  —  1  cosjr  4-  C,       I  — : =  1  sinar  4-  C. 
tosar                                           ^       sina: 

On  intégrera  la  suivante  -: en  divisant  ses  deux 

"  sinarcosx 

termes  par  cos*  x  5  elle  devient  alors 

d.r 


. —  f  2-  —  1  tang  jr  ■+-  C. 


ces  07 


djT 

La  suivante  -r—  s'intégrera  en  divisant  ses  deux  termes 

sin  X  ° 

par  cos*  -  a:,  après  avoir  remplacé  sin  a:  par  2  sin  —  ces  -; 
elle  devient  alors 


X 

d  tang  - 

9.  X 
—r.  1  tang  — ?-  C, 

tang- 


il  cette  dernière,  en  ob- 

cos  jc 
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servant  que 

=  -ltang  (|_f)  +c  =  lung  (^  +  f )  4-C. 

37.  n  ne  reste  plus  à  intégrer  que  les  deux  expressions 

cos"x  sin"jr  .  1,  1        1,  1 

-:---  ax  et  — -—  ax.  crui  rentrent  1  une  dans  1  autre  par  le 
sm"«  cos"x       '  ^  * 

changement  de  x  en x. 

Or  la  formule  (i)  devient,  en  supposant  n  négatif  et 
égal  à  —  m, 

tang^JTtf-r  =r I  tang"'"'"'jrar5 

cl  Ton  en  tirera,  en  remplaçant  m  -I-  2  par  m, 

/tanc^-*  J,         /» 
tang^.rrfj:  r:=  — 2 |  tang"  '^xdx. 
m—  \         J 

En  continuant  à  abaisser  l'exposant  de  deux  unités,  on 
parviendra  à  fdx^  ou  J^lanQxdx^  qui  a  été  déterminée  pré- 

dx. 

On  aurait  trouvé  de  même 

/cof'-'j:        /•  ,     , 

coV"xdx=: f  coV"-~^xax. 
m—  i        J 

Cette  formule  ramènera,  soit  à  fdx^  soit  à  f  colxdx^  qui 
a  été  déjà  déterminée,  quand  on  a  cherché  |  -: — •  dx, 

38.  En  appliquant  les  principes  précédents  à  la  déter- 
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mination  des  intégrales 


I  sin'^xdXf       j  cos"  xiLe^       j  tangd?^, 

/r   dx  r   dx 

coVxtlxj        I   -, »  I   

J  sin"j:  J  cos" 


dx 

—  < 

a: 


on  trouve  :  i^  en  supposant  n  pair, 


/'.        *  C08JP  r  ,       ,         »— I    .  _  ,  3.5...(«  — 3)(ii— O   .    1 

H     L  «— î»  a.4...(ii— 4)(ji— a)        J 

i.3...(«— 3)(ii->i) 
2.4...(/i — 2)« 

/•  ^        sinarf  ,  n— i        .  ,     .  3.5. .,(«  — 3)(ii— i)  1 

n    l  /i— 2  2.4...(ii— 4)(ii  — 2)  J 


XH-C, 


i.3.,.(/i-3)(«-i>_  .  ^ 
"^       2.4...(/i-a)ii      *■*■*'• 


•             _         tang"-**       UnQ*-*x   ...  .  ^ 

tang»x<i:r= 2-_ h. .  .±tangaf  qraf-hC; 


//  -  - 1  /i  —  3 


cot«-'x       cot"-*ar 
cot"ar<£r  = 1 r, ..  drcotxnzaf  4-C, 


/•  ,         _        sino;  F  .  .  -  .   «  —  2  .  _  .                  2.4. .  .(n~4)  ("  — «^  .     1 

w  — I  L  «—3                              1.3.  ..(w  — a)  («— i)         J 

/*              ,             C08X  r  ,  _   ,  «~2  ,      .                2.4...(«— 2)  ,     1 

^      /<-iL  "--^  1.3... («-2)  J 

2®  en  supposant  n  impair, 

Ain»xdx=z Uîn«-»a:+  • 8in«-««-*-. .  .H J — ) JJ^ y  l+ç 

n     L  "  — '^  i.3...(//  — 4)(/i— j)J 

*  ,         tang"-'i       tang"-'x  .    tang'x^^,  _ 

iank*xdx=z  — -*. i^-- »-.  .  .±  — - — rhlco8jrH-C, 

"  ii—i'N  —  6  2 


cot'»"*^        cof-'ar  ,    cot'o:   ...  ^ 

cot"  j:rfj:  = 1 5 h..  .=n dtlsinjr-f-C, 

/i — I  /î  — 3  J 


8CC» 0:1/0:= Isec"   *a:H r  sec'-'ar-h  ..h ) 5^  8éc*jr| 

/<— I  L  //  — 3  2. 4... («  —  3)  J 

i.3...(/i  — 2)  ,  ^         /or       ir\ 

H 7 7 (  1  lang  (--+-7)1 

2.4. ..(/i  —  i)  **V2        4/ 

/'      ,         ,              C08a:  r       ,       ,          /î  — 2        ,       ,                   3.5. ..(/i— 2) 
C08ec"  X€/.r  = I  cosec-'  x  h co8ec"-"A'  h-  . .   h ; -, 5-^  ce 
ii-i  L                       n--S                                 •ji./|...(«  — 3) 

»  'K       r»  — o> 
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39.  Observons  qu'il  est  quelquefois  plus  simple  de  ré- 

'  dx 

duîre  les  diflerentielles  de  la  forme  -: ?  en  les  multi- 

sia'"a:  CCS"* 

pliant  une  ou  plusieurs  fois  de  suite  par  sin'o:  -f-  cos*  j:,  ce 

qui  n*en  clianfi;e  pas  la  valeur.  Par  exemple,  -r— : se 

*  °     "^  ^    ^  sm'xcos'jT 

dx  djc 

changera  en  t— — I y  dont  Tintecrale  est 

tang^  —  cotJT  -f-  C. 

Remarquons  encore  que  l'on  pourra  quelquefois,  avec 
avantage,  remplacer  les  puissances  du  sinus  et  du  cosinus 
de  X  par  leurs  développements  en  fonctions  linéaires  des 
sinus  et  cosinus  des  multiples  de  x. 

Nous  terminerons  par  l'intégration  de  deux  expressions 
qui  se  rencontrent  souvent. 

La  première  est T' : •  On  Tintèffre  en 

'^  a-\-  0  cos-j:  h-  c  sm'x  ° 

posant  tangx  =  ^,  et  Ton  obtient 


V^(«-h  b){a-^c) 


la  -^  c       ^ 

arc  tangz  i  / -|-  C. 

V  a  -h  o 


Si  a  -H  c  et  S  +  a  ne  sont  pas  de  même  signe,  cette  ex- 
pression se  cbange  en  logarithmes. 

dx  ^ 

La  seconde  est ;  elle  se  ramène  à  la  première 

a-\-  0  cosx  ^ 

en  remplaçant  cosx  par  cos*  ~  —  sin*  -j  et  Ton  posera 

\  X  ' 

alors  tang-  =  z. 
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CHAPITRE  VI. 

INTÉGRATION  PAR  SÉRIES. 


40.  Lorsqu'on  ne  peut  intégrer  exactement  une  dîfle- 
rentîelle  F[x)  dx^  on  peut  se  proposer  de  développer  son 
Intégrale  en  séries  \  et  pour  cela  on  développera  d'abord  la 
fonction  F  (a:).  Soit  donc 

(ï)  F(^)=:  «0+  «iH-  W2-+-.     .-I-  ««  -1-.  .  ., 

et  admettons  que  cette  série  soit  convergente  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  que  Ton  considérera  ^  sans  quoi  elle  ne 
pourrait  remplacer  aucune  fonction. 

Soit  Sn  la  somme  des  termes  jusqu'à  ii„  inclusivement, 
et  r„  le  reste  d,e  la  série,  qui  tend  vers  zéro  à  mesure  que  n 
augmente.  On  aura 

Intégrons  les  deux  membres  de  cette  équation  entre»  deux 
valeurs  quelconques  j^o  et  X,  nous  aurons 

Y[x)dxz=  j       Sndx -^.-  j       rndxi 

X^  J  X^  vX^ 

et  puisque  r„  tend  vers  zéro,  I  r^dx  tend  aussi  vers 
zéro  \  donc 

J/-»x  v^  r^  /*^ 

I       F(ar)^.r=r:Iim  /      s„dxr=:  I       u^d.T  h  j      i/,^r-f-..., 

ou,  en  remplaçant  X  par  à:, 

J^X  r%x    . 

Y[x)dxzz=:   l        Uftdx-\-,.., 
x^  J  x^ 
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L'équation  subsistera  évidemmeiit  en  prenant  les  intégrales 
indéfinies 

41.  Si  la  série  (i)  n'était  pas  convergente,  pour  la 
limite  X,  on  pourrait  craindre  que  la  formule  (2)  ne  fût 
inexacte^  mais  nous  allons  voir  qu'elle  subsiste  encore, 
pourvu  qu'elle  soit  convergente,  et  continue  dans  le  voisi- 
nage de  cette  valeur.  En  effet,  elle  est  démontrée  pour  toute 
valeur  de  x  comprise  entre  a:©  et  X  5  c'est-à-dire  que  l'on  a 
pour  ces  valeurs 


I      F[x)dx=:j      tf 0  d!r  4- . .  .  4-  I       Uadx 


•"T"  •  •   .  • 


Or  la  limite  de  la  somme  des  termes  du  second  membre 
est  une  fonction  déterminée  de  :r,  puisque  la  série  des  in  - 
tégrales  est  supposée  convergente,  même  pour  la  valeur  X. 
Si  donc  on  fait  tendre  x  vers  X,  les  deux  membres  de  Té- 
(piation  tendront  chacun  vers  une  limite,  et  ces  limites  ne 
peuvent  être  inégales.  Donc 

J/»  X  plL  /»  X 

x^  J  x^  Jx^ 

La  même  démonstration  se  ferait  pour  la  limite  ^ro,  et 
même  pour  toute  valeur  intermédiaire,  pour  laquelle  la 
série  (i)  cesserait  d'être  convergente,  sans  que  la  série  des 
intégrales  cessât  de  l'être. 

42.  La  fonction  F  (x)  peut  quelquefois  être  développée 
de  bien  des  manières  différentes  en  séries  convergentes  :  on 
choisira  celle  qui  conviendra  le  mieux  à  la  question.  Si  on 
U  développe  suivant  la  formule  de  Maclaurin,  on  aura 

PW  =  F(o).t.F(o)x-+.F"(o)  — -h,..+  F'«(o)-^ï^-f-..., 

■  ^     '  1.2  ^     ^  I.2.../7t 
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et,  par  suite, 

/Y(x)dxz=C'h^{o)x-{''F'(o)—'h¥\o)— — r-i-... 
1.2  I.2.CJ 

'  I  .2.  .  .(/W-h  ï) 

U  est  facile  de  reconnaître  que  ce  second  membre  n^est 
autre  chose  que  le  développement  de  JY[x)dx^  d'après  la 
formule  de  Maclaurin  :  C  représente  la  valeur  arbitraire  de 
cette  fonction  pour  x=.o. 

Si  Ton  veut  connaître  Terreur  commise  en  s'airètant 

à  un  terme  quelconque  F"^*  (o) »  dans  la  série  (3), 

il  suffira  de  multiplier  '—-. •  par  la  dérivée  de 

Tordre  (n  -f-  i)  de  la  fonction /F  (a:  )rfa:,  en  donnant  à  x 
dans  cette  dérivée  une  valeur  Bx  intermédiaire  entre  o  et  x. 
C^est  la  règle  connue  dans  le  cas  de  la  formule  de  Maclaurin, 
dont  Téquation  (3)  est  l'application  à  la  fonction  /F(x)  dx. 
Si  donc  on  désigne  par  k  la  plus  grande  valeur  de  F"(j:) 
quand  x  passe  de  o  à  j:,  Terreur  commise  en  s' arrêtant  au 

terme  qui  renferme  x"  sera  moindre  que ; r  • 

^  ^        1.2.  .  .(/i4-  i) 

43.  On  pourrait  développer  la  fonction  f¥[x)dx  par 
la  formule  de  Bemoulli,  qui  donne,  pour  une  fonction  quel-* 
conque  j^^ 

eÙK       1.2  iùc^        1.2.3  dx^       *^*** 

yo  étant  la  valeur  de  jr  correspondant  à  or  2=  o.  Si  Ton 

suppose 

X=z  j  F{x)€lx     et     7an=:C, 
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on  aura 


'  ^     '  1.2       ^     '         1.2.3 


(4)/ 

On  obtiendrait  cette  même  formule  en  intégrant  par  par- 
ties la  différentielle  F  [x)  dx.  En  effet,  on  aura  successive- 
ment : 

l  Y(x)dxz=zxY[x)—  l  xW(x)dx^ 
JxW[x)dx  =  ^J[x)  ^J^Y"[x)dx, 

Si,  en  continuant  indéfiniment  ces  intégrations,  la  dernière 
intégrale  tend  vers  zéro,  on  aura,  en  faisant  les  substitu- 
tions et  ajoutant  la  constante  arbitraire, 


/ 


F(4:)cir^C-f-a:F(.r)-^F(4:)-|--^F%r)-..., 


ce  qui  n'est  autre  chose  que  la  formule  (4)- 

44.  Lorsque  la  fonction  F(j:)  est  le  produit  de  plu- 
sieurs facteurs,  on  peut  se  borner  à  développer  Fun  d'eux  en 
série,  pourvu  que  les  autres  facteurs  multipliés  par  les  divers 
lennes  de  cette  série  donnent  des  produits  intégrables. 

Soit,  par  exemple,  la  différentielle 

dx 


^ax  —  X*  ^1  —  bx 

^  86  rencontre  dans  le  calcul  du  mouvement  du  pen- 

dme.  On  peut  développer  [i  -^  bx)  '   si  Ton  suppose 
ix<^i,  abstraction  faite  des  signes,  et  Ton  aura 

.1  j  I  3  I  3  5 

'  .  a  2.4  2.4'0 
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Substituant  ce  développement  dans  la  différentielle  propo- 
sée, on  aura  à  intégrer  des  termes  de  la  forme 


\ax  —  j:' 


expression  que  nous  avons  intégrée  dans  la  théorie  des  dif- 
férentielles binômes. 

45.  L^ntégration  par  séries  peut  servir  à  faire  connaître 
les  développements  des  fonctions  dont  on  sait  développer 
les  dérivées. 

Ainsi,  par  exemple,  la  dérivée  de  arcsinx  est  -. 

VI  —  x^ 

dont  le  développement  est 

I    ,      T. 3    .       1.3.5    ^ 

2  2.4  2.4- O 

donc 

-  I  .r^        1 . 3  .r*         I  .  3 . 5  .r' 

arcsmx  z=:C-t-a:-h---H 7  -•  h ^-r. 1-  . . . . 

2  3       2.4  5       2.4.0  7 

Mais  il  faut  remarquer  que,  le  radical  ayant  été  pris  posi- 
tivement, on  suppose  que  l'arc  et  le  sinus  varient  dans  le 
même  sens.  La  formule  ne  s'applique  donc  pas  aux  arcs 

compris  entre  -  et  tt,  mais  elle  convient  aux  arcs  compris 


entre  o  et  ^-  -  ;  elle  conviendrait  de  même  aux  arcs  entre  o 


2 

r 

2 

et 2  elle  doit,  par  conséquent,  être  satisfaite  quand  on 

y  fait  j:  =  o,  et,  par  suite,  C  doit  être  nul  \  on  a  donc 

r    .r*         1  . 3  .r*         I  .  3 . 5  .r' 

aresmx  =  a?  -h  -  -^  H 7  -^  -I 7-77 ;-.... 

2    6        2.4  o        2.4.0  7 

Le  développement  de n'est  plus  convergent  pour 

^  I  —  x^ 

X  =  i\  mais,  comme  la  série  des  intégrales  ne  cesse  pas  de 
l'être,  et  de  plus  est  fonction  continue  de  x,  la  formule 
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précédente  représente  arc sinx,  même  lorsque  x  =  i.  On 
a,  pour  cette  valeur  particulière, 

Tt II        1 .3  I        1 .3.5  I 

2  ^  2  3       2.4  5       2.4.0  7 

Mais  cette  série  serait  trop  peu  convergente  pour  servir  à 
calculer  tt. 

46.  On  aura  de  même  le  développement  de  arctangj: 

en  développant -7  qui  en  est  la  dérivée. 

I  ~T~  ^ 

Si  Ton  suppose  x  <^i^  on  ordonnera  par  rapport  aux 
puissances  croissantes  de  x,  afin  que  la  série  soit  conver- 
gente, et  Ton  aura 

5  =  1  —  x'  -f-  a:<  -h  ^'^  —  .  .  .  j 


l. 


I  -|-x 

donc 


/ 


da:  _  x^        x^        ,t? 


\-\-x^  357 

L'arc  étant  nul  avec  sa  tangente,  on  aura  G  =  o,  et 


xy        x>        .r' 


arctangx  =  ar— —4--^ h 

007 

Si,  au  contraire,  on  a  x  ^  i ,  on  aura,  en  ordonnant  par 
rapport  aux  puissances  décroissantes  de  x, 

I      i        I        I        I 

a:*  -h  I        ai^       j:*        x^       x*       '  *  *  ' 

donc 

^11  I  T 

arctangx  =  C H  5-7  —  -^-^ '\ r  — .... 

X       ix*        5x*        yj;' 

constante  est  ->  puisque  x  infini  rend  le  premier  mem- 

bre  égal  à  -•  Ainsi,  pour  les  valeurs  de  x  numériquement 
ï       jlus  grandes  que  l'unité,  on  a 


TT  I  I  I 


CaUul  inf.  D.  —  n. 
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Il  £aut  remarquer  que  la  première  formule  demie  les  arcs 
positifs  depuis  zéro  jusqu'à  -j  seulement.  Las  econde  ne  con- 
vient qu'aux  arcs  compris  entre  cette  limite  et  -r  qui  est  la 

plus  grande  valeur  du  second  membre. 

Ces  formules  sont  exactes  pour  a:  =  i ,  parce  qu'elles 
restent  convergentes,  quoique  Les  séries  qui  expriment  la 
dérivée  ne  le  soient  plus;  elles  donnent  alors 

TT   Il  I 

47.  Cherchons  encore  de  cette  manière  le  développement 

de  l(i-l-.r),   dont  la  dérivée  est •  Si  l'on  suppose 

a:  <^  I ,  on  a 


I  +a? 

donc 


/ 


dx  ^  x^        a?       3c^ 

=:C-4-a: h-^r r-i- 


\-\-x  a        3        4 


Le  logarithme  de  l'unité  étant  zéro,  il  faut  supposer  C  =  o 
pour  qpie  la  formule  représente  l(n-  a:),  et  l'on  aura 

•  M/  •JU  M^ 

'  234 

Cette  formule  étant  convergente  pour  x  =  i ,  quoique  la 
série  qui  exprime  la  dérivée  ne  le  soit  plus,  elle  ne  cesse 
pas  d'être  exacte  pour  cette  valeur  particulière. 

Si  l'on  supposait  x  ^  i,  et  qu'on  ordonnât  le  dévelop- 
pement    par  rapport   aux  puissances  décroissantes 

de  x^  afin  qu'il  fût  convergent,  on  ne  trouverait  plus 
l(i  4- x),  mais  seulement  1  (i  +  o:)  —  Ix,  ou I  f  iH —  j • 
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CHAPITRE  YIL 

PASSAGE  DES  INTÉGRALES  INDÉFINIES  AUX 
INTÉGRALES  DÉFINIES. 


48.  Nous  avons  démontre,  dans  le  n?  8,  que,  si  la  déri- 
vée d'une  fonction  quelconque  F{x)  est  continue  pour 
toutes  les  valeurs  de  la  variable  depuis  Xq  jusqu'à  a:,  la  dif- 
férence F  [x)  — F{xo)  est  la  limite  de  la  somme  des  valeurs 
que  prend  F^{x)dx^  lorsque  Ton  fait  passer  la  variable  de 
Xo  à  a:,  par  degrés  infiniment  petits,  représentés  par  dx'^ 
d'où  résulte  la  formule 


(0 


Ainsi,  pour  connaître  l'intégrale  définie  de  F'  (x)  dx  entre 
des  limites  données,  lorsque  l'on  connaît  l'intégrale  indé- 
finie, ou  une  fonction  quelconque  F  (x)  ayant  pour  déri- 
vée F' (a:),  il  suffit  de  substituer  les  limites  de  l'intégrale 
dans  F(  J?),  et  de  retrancher  le  résultat  relatif  à  la  plus,  pe- 
tite limite  de  celui  qui  se  rapporte  à  la  plus  grande. 
Exemples  : 

^0  "^-^^        Jo  . 


o 

^      dx  ir 


x^-^-a^       2.  a 


4. 
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b 


9 

r^ .  .^.  ,         2. 4. 5... 2/-        r^     , 

Jo  3.5.7... (2^-1-1)  J^j 

r»  .  .  ^     i.3.5...(2/-i)  TT  r    ^  ^ 

Jo  2.4.6...2X-  2  ^ 


a^+b*' 


7r 
a 


Jcos**ar  sin^*"* 
0 


TT 
3 


2.4.6. 

.  .2^ 

(2«-hl)(2/4-3). 

.  .(21 

-|-2X-f-I 

V 

1    .  0  .  vJ  •    • 

.(2/  — 1)1. 

3  .  v/  •  • 

.(2/— 0 

it 

Jr     ..  .  ,*  ,     1.3.5. ..(2/ — i)i.3.5...( 
cos^r8ln'xax= -> 7—7; — ■ 
Q                                               2.4.6. .  .(2/  -h  2/) 

Jf*'     x'^dr     __  1.3.5.  ..(2X  —  1)  TT 
0     v^i  —  a:»  """        2.4.6...2it        2' 

'  a:'*+«^aî  2.4.6...2X- 


—  > 
2     ' 


n  x'^+'dx  __     2.4.6 

•'o      i/l  —  'ic*        0.0.7'.. 


^1  — a:»        3.5.7.  .  .(2X  +1) 

Ces  dernières  intégrales  rentrent  dans  deux  des  précédentes 

iix 

en  posant  x  =  sinz  :  d'où    ,  =  dz, 

^  V^i  — x> 

L'intégrale  indéfinie  de  -;;; peut  être  déterminée  en 

décomposant  en  fractions  simples  l'expression  -^j 9  dans 

laquelle  on  peut  toujours  supposer  m<^n.  D'après  cela, 
si  l'on  fait =  a,  on  obtiendra 

271  ' 

/•*     .r^^^ir TT  rsinflir-4-sin3«7r -4- sin5^iir+..."| ir 

j_^  x2«-i-i      /i  L  4-sin(2w  — i)û7r  J      i2sin«9r 

On  aura  encore»  en  supposant  que  meln  soient  des  nombres 
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entiers  positifs,  tels  que  m'^n^ 


X 


H-or"  .     mit 

nsm 

n 

m 


Si  maintenant  on  pose  a:"  =  z,  —  =  a,  cette  équation 

==  -: 9  a  ayant  une  valeur  commen- 

Q       1  -Hz        sman  «^ 

surable  quelconque  comprise  entre  o  et  i ,  et  pouvant  avoir 
aussi,  par  conséquent,  toute  valeur  incommensurable  com- 
prise entre  les  mêmes  limites. 

On  trouvera  encore,  d'après  une  formule  précédemment 
démontrée,  en  supposant  n  >  i , 


X 


oo 


dx      1.3.5.  ..(2« — 3)  ff 

(i  -^x^)"*       2.4.6. .  .{2n —  2)  2 


Il  faut  bien  remarquer  que  la  formule  (i)  ne  subsisterait 
plus  si  la  fonction  F  (a:)  devenait  infinie  entre  les  limites  de 
Tintégration.  Dans  ce  cas,  la  somme  des  éléments  F'(x)dx 
peut  être  infinie,  ou  indéterminée.  Il  faudra  donc  toujours 
s'assurer  si  F  (a:)  ne  devient  pas  infini  dans  cet  intervalle, 
et  c'est  seulement  lorsque  cette  circonstance  ne  se  présen- 
tera pas  que  Ton  pourra  dire  que  F(x)  — F(xo)  est  la 
limite  de  la  somme  des  éléments  tels  que  F'{x)dx.  Dans 
le  cas  contraire,  on  partage  l'intégrale  en  deux  autres  ayant 
pour  limite  commune  la  valeur  particulière  de  x,  et  Ton 
examine  séparément  chacune  d'elles. 

— ?  la  formule  (i) 
-a    * 

donnera  —  ^j-  —  5— j?  expression  qui  est  négative,  tandis 

que  tous  les  éléments  sont  positifs.  Mais  -^  devenant  infini 
pour  or  =  G ,  il  faut  s'assurer  si  l'intégrale  ne  le  devient  pas 
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aussi.  C'est  ce  qui  arrive,  en  effet,  et  la  formule  (i)  suppose 
que  cette  circonstance  n'arrive  pas. 

Dans  le  cas  actuel,  les  deux  intégrales  partielles  sont  in- 
finies de  même  signe  ;  par  conséquent  il  n'y  a  pas  indéter- 
mination, et  l'intégrale  demandée  est  infinie. 

/dx      » 
—  •  Si  les  deux  limites 

sont  négatives,  on  a  une  somme  d'éléments  négatifs,  qui 
seraient  les  mêmes,  au  signe  près,  que  si  l'on  prenait  ces 
limites  positives.  Ainsi  l'on  aura 


L 


a     ^  a 


Il  n'y  aurait  de  même  aucune  difficulté  pour  deux  limites 
positives  \  mais,  si  elles  sont  de  signes  différents,  l'intégrale 
\x  passant  par  l'infini,  la  formule  (i)  n'est  plus  démontrée; 
et  il  y  a  cela  de  remarquable,  que  la  somme  des  éléments 
est  réellement  indéterminée. 

X-^^  dx 
—  ;  partageons-la 
-a     ^ 

en  deux  autres,  dont  les  limites  soient  — a — €/x  pour  la 
première  et  -H  ev  -4-  i  pour  la  seconde  \  t  étant  une  quan- 
tité qui  tend  vers  zéro,  et,/x,  v  deux  nombres  constants  arbi- 
traires. La  première  intégrale  aura  pour  valeur  1  —  >  et  la 

seconde  1  —  :  leur  somme  sera  1  -  -h  1  -  •  Elle  ne  renfermera 

ev  vu 

plus  e,  et,  par  conséquent,  si  l'on  fait  tendre  cette  quan- 
tité vers  zéro,  on  aura  pour  la  somme  des  deux  inté- 
grales, ou  pour  l'intégrale  /      —  ?  la  quantité  indéterminée 

J — a  * 

1-  -4-1  -»  qui  dépend  du  rapport  arbitraire  des  intervalles 
infiniment  décroissants  efA,  ev.  Si  on  les  suppose  égaux, 
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1-  devient  1 1  ou  zéro,  et  îl  reste  1  -•  C'est  ce  que  M.  Cau- 

chy  appelle  la  valeur  principale  de  Fîntëgrale  indétermî- 
née. 

49.  Lorsque  l'on  applique  l'intégration  par  parties  à  la 
transformation  des  intégrales  définies,  et  qu'on  donne  les 
mêmes  limites  aux  intégrales,  il  est  facile  de  voir,  en  géné- 
ral, comment  doit 'être  déterminée  la  constante. 

En  effet,  on  a 

jf[x)d^[x)=f[x)^{x)-^Jff[x)df{x). 

Si  l'on  veut  que  les  intégrales  soient  prises  entre  les  mêmes 
limites  Xo  et  X,  on  commencera  par  les  prendre  à  partir  de 
x^\  mais  alors  îl  est  nécessaire  d'ajouter  une  constante  ar- 
bitraire à  Tun  des  membres,  ce  qui  donne 

Jr*x  px 

'      f{x)di^{x)=Q,^f[x)f^[x)-^\      ff{x)d/(x). 

Pour  que  cette  équation  ait  lieu  en  faisant  x  =  x^^  il  faut 
que  l'on  ait  C  =  —  fi^o)  Ç  (^0)5  et,  par  conséquent, 

f    fix)d^(x)=/(X)^{X)^/{xo)^{x,)-  f     ^(x)d/(x). 

80.  Si  l'on  renverse  les  limites  d'une  intégrale  définie, 
on  ne  fait  que  changer  son  signe;  car  les  accroissements 
de  X  changent  de  signe,  et  les  valeurs  absolues  des  éléments 
différentiels  ne  changent  pas.  On  a  donc 

Y{x)dx  =  —  I        F(x)dx, 

ce  qui  s'accorde  avec  l'expression  de  l'intégrale  définie  au 
moyen  de  la  fonction  <f(x)  dont  la  dérivée  est  F{x).  En 
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effet,  on  a 


expressions  égales  et  de  signes  contraires. 


/•X 

51.  On  peut  changer  Tintégrale  /    "F(a:)dx  dans  la 


suivante  : 


/      F(X-t-^o— ^)c^^, 


dont  les  limites  sont  les  mêmes.  En  effet,  les  éléments  qui 
les  composent  Tune  et  Tautre  sont  les  mêmes  en  ordre  in- 
verse. En  partant  de  cette  remarque,  qui  est  quelquefois 
utile,  on  peut,  par  une  suite  d'intégrations  par  parties,  ob- 
tenir très-simplement  la  série  de  Taylor,  comme  on  va  le 

voir. 

• 

52.  Série  de  Taylor.  —  Soit  F  (j:)  une  fonction  quel- 
conque qui  reste  continue,  ainsi  que  ses  n  premières  déri- 
vées, entre  les  limites  x  et  x  -i-  h.  On  a  évidemment 

Jq 

et,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit, 

Y'[x-{-z)dz=z  I      'P'[x  +  h-'  z)dz^, 

X  est  constant  dans  cette  intégration,  z  seul  varie. 

Intégrant  par  parties  cette  dernière  expression  et  celles 
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qni  s'en  déduisent,  il  vient 

jF  (j?  H-  ^  —  a)  éfe  =  zF'  (x  +  A  —  z)  -+.  fzF^  [x  -hh  —  z)dz 

=  i!F'(x  H-  A  —  z)  -t-  -L.  F"{x  H-  ^  — z) 


1.2 


4-  I  -^F*'(arH-^  — z)^z=. . . 


z_..        .       .        z" 


=  -F'(x-l-A— z)H F'^far+^  —  z) -{-... 

I      ^  '       1.2      ^  ' 


z"-* 


F«->(a:  +  /i— z) 


1.2.  .  .(/i  —  l) 
: -F^far-hA— z)c^z. 

I  .2.  .  .(72 —  l)  ' 

SîPon  prend  les  intégrales  entre  les  limites  o  et  A,  il  fau- 
dra faire  successivement  ^  =  A,  z  =:  o  dans  les  termes  en 
dehors  du  signe  f^  puis  retrancher  le  dernier  résultat  du 
premier,  ce  qui  donnera 

r    F'{xH-A  — z)rfzr=;iF'(^)+-^F"(a:)  +  ... 


0 

^         il 


; rF«-'(x)+  1       ; -F^for-f-^  — z)r/z. 

1.2...  (71  —  l)  ^    '       Jq        I.2..,(7I— I)         ^  ' 

Mais 

F(a:-f-A--z)^z; 

donc 

F(x+A)=F(*)  +ma:)+  — F»-!-...-f- — ^.F^-'^r) 

^    '  ^    '         1.2        ^    '  1.2. ..;72  —  l)  ' 

H î; /     z»-«F«(^-*-A— z)^z, 

I.2...(7l— I)  Jo 

lorsque  le  terme  qui  renferme  l'intégrale  définie  tend 
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vers  zéro  à  mesure  que  n  augmente,  la  série  converge  vers 
F  (a:  +  A),  et  devient  celle  que  Taylor  a  fait  connaître. 

On  peut  donner  une  autre  forme  au  terme  qui  eiqprime 
l'erreur  commise,  en  s'aprêtant  au  terme  de  rang  n.  En 
efiet,  l'intégrale  définie  est  égale  à  la  somme  des  facteurs 
5?""*  dz^  multipliée  par  une  valeur  moyenne  entre  la  plus 
petite  et  la  plus  grande  de  celles  que  prend  F'*(a:  -f-  A  —  z) 
quand  z  passe  de  o  à  A  ^  et,  comme  cette  fonction  est  sup- 
posée continue  dans  cet  intervalle,  cette  moyenne  est  Tune 
des  valeurs  que  prend  F"(a:-+- A  —  z)^  pour  une  certaine 
valeur  de  z  comprise  entre  o  et  A  :  d'où  résulte  aussi  pour 
h  —  z  ime  valeur  comprise  entre  o  et  A,  que  nous  repré- 
senterons par  SA.  Le  terme  qui  complète  le  développement 
devient  donc 


F"(3?-4-q;^) 

I  .2.  .  .(72- 


j5"-'^2;,      ou      F«(a:-I-Ô^). 

1.2.  ..72  ' 


C'est  sous  cette  forme  que  nous  l'avons  présentée  dans  le 
Calcul  différentiel  :  0  est  une  fonction  inconnue  de  a:,  et 
l'on  sait  seiJement  qu'elle  a  ime  valeur  positive  plus  petite 
que  l'unité. 

En  prenant  la  ,plus  petite  et  la  plus  grande  des  valeurs 
de  F"-{a:)  dans  l'intervalle  de  a:  à  x -h  A,  on  aura  deux 
limites  entre  lesquelles  sera  comprise  l'erreur  commise  en 
s'arrétant  après  le  n'*'"*  terme.  L'intégrale  définie  donne  la 
valeur  exacte  de  cette  erreur  5  mais  elle  présente  la  diffi- 
culté de  l'intégration,  et  l'on  ne  peut  généralement  se  pro- 
poser que  de  la  renfermer  entre  deux  limites  connues. 

Différentiation  et  intégration  sous  lé  signe  J, 

S3.  Nous  avons  fait  connaître,  au  commencement  de  ce 
Cours,  les  règles  pour  différentîer  les  fonctions  explicites, 
ainsi  que  celles  qui  sont  liées  entre  elles  et  avec  la  variable 
principale  par  des  équations  dont  les  deux  membres  sont 
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des  fonctions  explicites.  Nous  allons  considérer  nne  autre 
espèce  de  fonction  et  donner  le  moyen  de  la  diiTérentier. 

Soit  la  fonction  u  =  I     F{zj  x)dz  que  Ton  se  propose 

de  difierentier  par  rapport  à  x,  les  limites  ^o?  Z,  pouvant 
être  des  fonctions  quelconques  de  x. 

On  aura,  en  considérant  cette  intégrale  comme  une  fonc- 
tion composée  de  Zo^  Z,  x,  qui  sont  toutes  des  fonctions 
dear, 

du__(du\    dza        fdu\   dZ        fdu" 
dx  ""  \dzj  dx  "^  \dz)  dx  "^  V^ 

Or  on  a  d'abord 

^^  ■«  /  »        du        „,„       V 

-=-F(..,a:),      52  =  F(Z.x). 

Qaant  au  troisième  terme  -7-  5  qui  est  relatif  à  la  sup- 
position  de  Zo  et  Z  constants,  il  est  la  limite  de 

I      F(z,  X  -f-  h)dz  —  I      F(z,  x)dz 
onde 


et  a  pour  valeur 

r^dF(z,x) 

Donc 


«/z. 


|r'F(.,.)&=F(Z.x)f-F(,.,*)g 


/ 
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I 

On  parviendrait  très-simplement  à  la  même  formule,  en 
considérant  l'intégrale  définie  comme  représentant  Taire 
d'une  courbe. 

Si  les  limites  sont  constantes,  c'est-à-dire  indépendantes 
de  X,  on  a 

on  voit  qu'alors  les  deux  opérations  de  dîfférentîatîon  et 
d'intégration  peuvent  se  faire  dans  un  ordre,  quelconque. 

84.  Si  la  fonction  de  x  était  une  intégrale  indéfinie  par 
rapport  à  z^  on  la  mettrait  sous  la  forme 


u=:  j     F(z,  a? 


x)dz'^C, 


C  étant  une  fonction  quelconque  de  X'^  d'où 


djs        /, 


dF(z,x)   ,        ^C 

dz-i-  -—-' 

dx  dx 


On  peut  donc  faire,  dans  un  ordre  quelconque,  les  deux 
opérations  sur  F  [z^  x)^  pourvu  que  les  constantes  relatives 
aux  deux  intégrations  soient  liées  par  la  condition  que  la 
seconde  soit  la  dérivée  de  la  première  par  rapport  à  x, 

85.  Si,  au  lieu  de  différentier  /     F(^,  x)dz^  on  avait 

à  rintégrer  par  rapport  à  x  entre  les  limites  x^^  X ,  z©  et  Z 
étant  supposés  indépendants  de  a:,  on  observerait,  d'après 
ce  qui  précède,  que,  quel  que  soit  -zr, 

'      dx  l     Y(z,x)dz     et     I      dz  I      T{ZfX)dx 

ont  la  même  dérivée  par  rapport  à  x]  et,  comme  elles  de- 
viennent nulles  toutes  deux  pour  x  =  Xq^  elles  sont  aussi 
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égales  quel  que  soit  x.  L'ordre  des  deux  opérations  est 
donc  encore  indifférent.  Tout  cela  suppose  que  la  fonction 
F(ir,  x)  ne  devienne  ni  infinie  ni  indéterminée,  pour  aucune 
valeur  Ae  xttz  comprise  entre  les  limites  :  si  cela  arrivait, 
il  faudrait  un  examen  particulier  dont  nous  nous  occupe- 
rons tout  à  l'heure. 

On  peut  encore  démontrer  géométriquement  cette  propo- 
sition en  considérant  F(^,  a:)  comme  l'ordonnée  d'une  sur- 
face, et  cherchant  l'expression  du  volume  compris  entre 
cette  surface,  le  plan  zx^  deux  plans  perpendiculaires  à 
Taxe  des  x  correspondant  aux  abscisses  Xq^  X'^  et  enfin 
deux  plans  perpendiculaires  à  l'axe  des  z  correspondant 
aux  valeurs   z^^  z.   Ce  volume   a  pour  expression  soit 

Jnx  r*  z  r*z  n  X 

dx  j     F[z^  x)dz^  soit  /     dz  \      F(z,  x)dx.  Ces 

deux  expressions  sont  donc  équivalentes,  en  supposant  tou- 
tefois que  l'ordonnée  F(z,  x)  reste  finie  dans  l'intervalle 
considéré. 

S6.  Si  les  deux  intégrales  étaient  indéfinies,  la  première 

serait 


x)dz.-\-^{^x)\ 


en  l'intégrant,  on  trouverait 


Jr*x  nz  r*x 

'      dx   \      F  (z,  x)dz -^ /{zy-i-  j      ç(a:)cfar, 
x^  Jz^  Jx^ 


ce  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 


Jr*x  /*z 

dx   j      F(2,  ar)tfz -h/(z)-4-/i(ar), 

et  l'on  trouverait  un  réisultat  identique  en  intégrant  en 
ordre  inverse,  les  fonctions  f  et  fi  pouvant  toujours  être 
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regardées  comme  les  mêmes  dans  les  deux  cas,  puisqu'elles 
sont  entièrement  arbitraires. 

57.  Intégrales  définies  singulières.  —  M.  Cauchj  a  dé- 
signé sous  ce  nom  des  intégr^des  prises  entre  des  limites 
qui  se  rapprochent  indéfiniment  d'une  valeur  particulière 
de  la  variable,  qui  rend  la  fonction  infinie. 

Par  exemple,  si  Ton  suppose  F  (a)  infinie,  l'intégrale 

Jr^a  —  fis 
¥{x)dx  sera  une  intégrale  définie  singulière,  si 
a  —  s 

8  tend  vers  zéro^  jx.  étant  un  nombre  fini  quelconque. 
On  peut  mettre  la  fonction  différentielle  sous  la  forme 

dx 
{x  —  a)  F(ar) 5  et,  si  l'on  désigne  par  |  une  valeur 

moyenne  entre  a  —  e  et  a  —  fxe,  l'intégrale  sera  égale  à 

^  — — ,     OH     (?~a)P(f)l^. 

Si  (I  —  a)  F  (5)  a  une  limite  différente  de  zéro  quand  J 
tend  vers  a,  l'intégrale  définie  singulière  aura  une  valeur 
déterminée  en  même  temps  que  [x.  Nous  allons  vç>ir  à  quoi 
cette  considération  peut  être  utile  dans  la  détermination 
des  intégrales  définies. 

58.  Cas  oii  la  fonction  sous  le  signe  f  passe  par  Vin- 
fini.  —  Si  une  valeur  x:=  a  rend  F(j:)  infinie,  et  se  trouve 

F{x)dx^  on 

formera  d'abord  /         F(x)dx^  puis  l         F{x)dx\  on 

les  ajoutera,  puis  on  fera  tendre  e  vers  zéro  :  la  limite  est 
ce  que  M.  Caucby  nomme  la  valeur  principale  de  Ttiité- 
grale*  On  pourra  avoir  une  valeur  diffîrente  si  l'oa  dicrche 
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la  limite  de  la  somme  des  deux  intégrales  suivantes  : 

Y{x)dx^      j         Y{x)dx, 

i  tendant  toujours  vers  zéro,  et  les  nombres  jui,  y  étant 
différents  5  car  il  y  aurait,  de  plus,  les  deux  intégrales 

'  Y[x)da:^       I  F[x)dx; 

et,  si  leur  somme  ne  tend  pas  vers  zéro  avec  s,  on  aura  une 
valeur  différente  de  la  première,  que  nous  avons  nommée 
valeur  principale  •,  mais  il  est  évident  que  cela  n'arrivera 

Y[x)dz^    1     F[x)dx 

a,  J  a 

seront  finies.  Or  les  deux  dernières  intégrales  définies  sin- 
gulières ont  pour  limite  de  leur  somme  Kl-?  K  étant  la 

limite  de  [x  —  a)F(a:)  quand  x  tend  vers  a,  et  supposée 
de  même  signe  quand  x  est  <[  a,  ou  ]>  a  (le  cas  contraire 
n'offre,  au  reste,  rien  d'embarrassant).  Si  donc  K  n'est  pas 

nul,  l'intégrale  I      F{x)dx  est  indéterminée^   mais  sa 

valeur  principale  est  déterminée,  soit  finie,  soit  infinie. 
SiK  est  nul,  on  ne  peut  pas  dire  que  Kl  -  soit  nécessai- 


rement nul,  puisque I -peut  être  infini. 
Par  exemple,  si  v  =  e,  1  ^  est  infini,  et  la  seconde  inté- 

I  F(x]dx. 

Aursi,  I      — p  =  1  (  i-f.  —  j,  et,  si  V  =  e,  on  a  la. 
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regardée»  comme  les  nxêmes  dans  les  deux  caa,  puîsqaV'l: 

sont  entièrement  arbitx-aïres. 

57.  Intégrales  définies  singulières.  —  M.  Cauchy  a .'  ■ 
signé  sous  ce  nom  des   intégrales  prises  «itre  des  lim 
qui  se  rapprochent  indéGniment  d'une  valeur partiii. 
de  la  variable,  qui  rend  la  fonction  infinie. 

Par  exemple,  si  l'on  suppose  F{a)  infinie,  l'iin 

r       '"F(x)rfx  sera  une  intégrale  définie  aingul^ 

c  tend   vers  léro,  fi  étant  un  nooibre   fini  quel 
On  peut  mettre  la  fonction  différentielle  sous  ' 

{x  —  a)  '^[x]  —zzt}  '''^'  ^'  ^'°°  désigne  par  \  v 
moyenne  entre  a  —  e  et  a  — j«,  l'intégrale  sera 


oa     (Ç-,7V 


Si  (5_fl}F(5)  a  une  limite  différente  de 
tend  vers  a,  l'intégrale  définie  singulière  ,-' 
déternùnée  en  même  temps  que  ft.  Nous  ;' 
cette  considération  peut  être  utile  dans 
des  intégrales  définies. 

S8.  Cas  oU  Ut  fonction  sout  le  sii;- 
fini.  —  SLunevalenrx=arendF(. 
coxnprise  dans  les  limites  de  Tint 

formera  d'abord  |        F(x]  dx 

les  «joDten,  puis  on  fen  ten(- 
c^  que  M.  Caudij  noan 
£z-ale.  OapouxiAavoù'i] 


65 

iiG  temps  finies  OU 

I      — -  seront  clans 


I  pour 


".  devient  i 
<'i  iiilinie  sim  =  i, 
première. 

Ittutsàla  recherche 
l'iiitt^gralcs  définies 
|r  rapport  A  une 
!s  intégrales. 


par  rapport  à  a,  on  obtient 
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I       —=!:>  on  a  —  Iv,   ou 

^Iv,  5  étant  un  întermédîaire  entre  e  et  ve^  de  sorte  que 
?  =Ayg  et  A>i  :  par  là  y/$lv  devient  ^kë^lv.  Mais 

on  sait  que  ^Iv  est  nul  pour  v  =  o;  donc  i      --=  est  nul, 
comme  d'ailleurs  on  l'aurait  vu  en  efTectuant  l'intégration. 

59.  Si  Ton  suppose  une  des  limites  infinie,  on  aura 

'F[x)dx\  et,  pour  que  l'inté- 

grale  proposée  soit  finie,  il  faudra  que  celle-ci  tende  "vers 
zéro  avec  e,  quelque  petit  que  soit  jui  :  il  faudra  donc  que 

=—  F  (  =r—  )  la  tende  vers  zéro,  quel  que  soit  u,  K  étant 

Soit  F [x)  =  -T— — '-^-^]  F  (  =—  )  pourra  être  remplacé 
par  — -(Kfxe)"""*,  et  il  faudra  que  juie'*~"*~*l(x  tende  vers 

A 

zéro,  ce  qui  exige  n'^m-^i]  et  cela  est  suffisant. 

On  pourra  ainsi,  au  moyen  des  intégrales  définies  sin- 
gulières, reconnaître  si  les  intégrales  cherchées  deviennent 
infinies  ou  indéterminées  quand  une  valeur  de  x  rend 
la  fonction  donnée  infinie,  ou  quand  une  des  limites  est 
infinie. 

60.  On  peut  encore  reconnaître  si  une  intégrale  est 
finie,  lorsque  sa  dérivée  devient  infinie  pour  une  valeur 
particulière  de  x,  en  la  comparant  à  une  autre  plus  simple, 
pour  laquelle  il  n'y  ait  pas  d'incertitude,  et  telle,  que  les 
deux  dérivées  aient  un  rapport  fini  pour  cette  valeur  parti- 
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culière  :  les  deux  intégrales  seront  en  même  temps  finies  ou 

'      -, ,    ,  et  /      — '■  seront  dans 

ce  cas.  Le  rapport  des  dérivées,  e'-hx",  devient  i  pour 
a:  =  o  :  or  la  seconde  est  finie  si  m  <^  i ,  et  infinie  si  m  =  i , 
ou  m  ^  I  •,  il  en  est  donc  de  même  de  la  première. 

61 .  Application  des  principes  précédents  à  la  recherche 
d'intégrales  définies,  —  En  partant  d'intégrales  définies 
connues,  et  les  différentiant  ou  intégrant  par  rapport  à  une 
constante,  on  obtient  la  valeur  des  nouvelles  intégrales. 

Ainsi 


X 


«*      d.r 


T       -2 

—  a 


dlfierentiant  n  fois  par  rapport  à  a,  on  obtient 


X 


*    1.2.3.  ..72  1.3.5.  ..^977  l)7r 

dx  = ) 


{x^-haY  „  +  - 


d'où  ,i 

^        ,  rix  1.3. 5...  (2/2  —  ])        TT 


X 


.^ 


7,a 


a 


62.  Si  Ton  considère  cette  autre  intégrale 


X 


e~"dxz=  —  > 
a 


et  qu'on  difierentie  n  —  i  fois  par  rapport  à  a,  on  obtient 


X 


^  ,  i  .2.3.  .  .(n  —  i) 


a" 

0 


Si  1*011  désigne,  en  général,  par  T(p)  l'intégrale 


X 


00 

xP-^er'dx^ 

0 
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quelque  valeur  positive  qu'ait  p,  on  aura,  pour  toute  va- 
leur entière  et  positive  de  cette  constante, 

et,  pour  toute  valeur  positive  de  p^ 


i 


00 


on  obtient  cette  intégrale  indéfinie, 


i 


à"  — 


63.    Si   Ton  part   de  l'intéffrale    /     x"*dx=  et 

qu'on  intègre  ses  deux  membres  par  rapport  à  m,  entre 
deux  valeurs  (x  et  v,  on  obtient 


/■ 

t/o 


.rJ*  —  x"                 M  -^-  I 
— d.Tz=\ , 

la:  V  -t-  I 


et  Ton  ne  saurait  donner  l'expression  de  l'intégrale  indé- 
finie. 

64.  Si  l'on  intègre  par  rapport  à  a,  entre  deux  limites 
quelconques  b  et  c,  les  deux  membres  de  Téquation 


X 


"^  I 

e~"dx  =-> 
a 


on  obtient 


t/o  ^ 
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Si  l'on  part  de 


Jo  «'-^«' 


00 

a 
e~"  COSaxdas  z=z 9 


on  obtient  de  même,  en  intégrant  par  rapport  à  a, 


X 


COS  OLXdx  =  -  1  7- • 

.  De  même  l'équation 


• 


X 


00         ^  ^ 

€f^*-^ûucK,xdje=z 


donne,  en  intégrant  par  rapport  à  a, 


—  smaarcu:  =  arc  tang arc  tang  — 


X  ''a  "'a 


X 

Si,  dans  cette  dernière  formule,  on  fait  &  =  o,  c  =  00  ,  on 
obtient  la  suivante,  qui  est  souvent  utile  : 

J(*^  sin  a xdr       tt                 /***  sinaa:  , 
I         r=:-      OU        I  dx^ziz. 

On  aurait  pu  aussi  l'obtenir  en  partant  de  la  formule  pré- 
'       c'^cosoLxdx  =  ^  >  en  intégrant  les  deux 

membres  par  rapport  à  a. 


6, 
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CHAPITRE  VIIL 

AUTRES  PROCÉDÉS  POUR  LA  DÉTERMINATION 
D'INTÉGRALES  DÉFINIES. 


66.  On  ramène  quelquefois  une  intégrale  définie  simple 
à  une  intégrale  définie  double,  parce  que  l'indépendance 
des  deux  variables  peut  conduire  à  des  simplifications.  Soit 

'      e~'Wa:.Elleest  identique  avec  1      e^^^dy. 

O  t/O 

Si  on  les  multiplie,  on  aura  le  carré  de  l'expression  cbercbée. 

e~'*rfx  1       é~^*  dy  • 

comme  obtenu  en  multipliant  chaque  élément  e^'dx  de 
la  première  par  la  seconde^  et,  dans  cette  dernière,  on  peut 
poser  y  =  xt^  x  restant  constamment  le  même  que  dans 
l'élément  e~'*  dx.  Rien  ne  sera  changé  par  là,  quoique  x  s'in- 

Xoo 

Si  Ton  pouvait  former  cette  dernière  expression  en  ar,  en 
la  multipliant  par  e""'Vx,  on  aura  un  élément  qui,  inté- 
gré entre  o  et  oo  ,  donnerait  identiquement  le  produit  des 
deux  intégrales.  Mais  dans  cette  intégration,  par  rapport 
à  t,  le  facteur  constant  e~''rfa:  peut  être  introduit  sous  le 
signe  y,  et  Ton  voit  qu'on  aura  à  intégrer  l'expression 

d'abord  par  rapport  à  f ,  puis  par  rapport  à  or,  ces  deux  va- 
riables étant  indépendantes. 
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Or  on  sait  que  ces  deux  intégrations  peuvent  se  faire 
dans  un  ordre  inverse,  sans  que  le  résultat  soit  changé;  et, 
de  cette  manière,  l'opération  pourra  s'effectuer. 

En  effet, 

r*a:e-**0+'*)rfa:=:— -i et        T^  — =  T- 


Donc 


'        er'**dj:  =  ~       ou       I         e'**€Lc:=z  )/t; 
o  ^  •/— 00 


d'où,  changeant  x  en  mx^ 


-co 


V^TT 


67.  Cette  intégrale  importante  peut  encore  s'obtenir  par 
le  procédé  suivant,  qui  se  trouve  dans  la  Mécanique  de 
Poisson  : 

1       C'^^^^djdx  repré- 

O  t/o 

sente  le  quart  du  volume  du  solide  compris  entre  le  plan 
XT  et  la  surface  dont  l'équation  est  z  =  e"'*"-^*,  qui  est  en- 
gendrée par  la  révolution  de  la  courbe  dont  l'équation  est 
z=e""'*  autour  de  l'axe  des  z.  Or,  si  l'on  décompose  ce  vo- 
lume au  moyen  de  surfaces  cylindriques  infiniment  voi- 
sines et  de  révolution  autour  de  l'axe  des  z,  l'expression 
du  volume  compris  entre  les  deux  surfaces  dont  les  rayons 
sont  a:,  et  x  +  dxj  sera  27:xe'"'*dx]  son  intégrale  est 
—ire-'*,  et  l'on  aura  le  volume  entier  du  solide,  en  la  pre- 
nant entre  les  limites  o  et  oo  ,  ce  qui  donne  77.  Si  l'on  en 
prend  le  quart,  puis  la  racine  carrée,  on  aura 


X 


2 
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et  par  suite 


€r**dxz=sf!:. 

-ce 


On  serait  arrivé  presque  aussi  promptement  à  ce  résul- 
tat, en  décomposant  le  volume  par  des  plans  perpendicu- 
laires à  l'axe  des  z. 

68.  Le  passage  des  quantités  réelles  aux  quantités  imagi- 
naires, fait  avec  la  rigueur  convenable,  peut  encore  conduire 
à  la  détermination  de  nouvelles  intégrales.  Par  exemple, 
on  tire  de  la  formule  précédente,  en  changeant  a:  en  j:  -^  «j 

-00  t/  —  00 


d'où 


XOO 


/»00  _ 

1       er'*  (e*«* -f-  <r-2«)éij?  =  ^* ^tt  . 


Posons  a  =  y— i  ;  il  vient,  en  observant  que 


d'où 


r 


00 
c/'O 


«'v/^ 


g— 
e"*'  ces  2  fl.r  rfor  = 2^-^  > 

2 


ou,  en  changeant  x  en  mx  et  am  en  w. 


X 


^-"•**'cos2«;cûte  =  I —  e  "**. 

2/7Z 
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La  substitution  de  a  ^ — i  à  a  n'a  pas  altéré  l'équation, 
parce  que  les  deux  membres  pouvaient  être  développés  en 
séries  convergentes  par  rapport  à  a,  et  que,  par  conséquent, 
les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  a  étaient  nécessai- 
rement les  mêmes  de  part  et  d'autre.  Or,  comme  ils  ne 
changent  pas,  quelque  expression  que  l'on  substitue  à  a, 
l'identité  a  toujours  lieu;  et  c'est  pour  cela  qu'on  lui  substi- 
tuant a^—  I  elle  existe  encore. 


>.  En  partant  des  valeurs  des  deux  intégrales  définies 
que  nous  avons  données  précédemment,  on  peut  parvenir 
^'expression,  donnée  par  Wallis,  du  rapport  de  la  circon- 
férence au  diamètre. 
Ces  deux  formules  sont 


X 
X 


'  ;r'*+'^jl?  2.4.6...2A 


o       y'i  — .7^2         3.5.7.  .  .(2/- -i~lj' 

'       X^^dx      _  T.3...(2if  —  1)  TT 
kl  I  _—  ^'  2.Z|....2a*  2 


Lorsque  h  croît  indéfiniment,  elles  tendent  toutes  les  deux 
vers  zéro,  comme  on  peut  s'en  assurer  en  renversant  les 
fractions,  qui  deviennent  évidemment  infinies  avec  k\  car 
la  première  devient  ainsi 


('-"î)  (•-"?)  ('-^6 


'■^h 


1         •  III  '  •  A^    . 

et  ce  produit  surpasse  -  +  -?-I-7t-{-...H — r?  qui  croit  in- 
définiment avec  h.  Il  en  serait  de  même  pour  la  seconde. 
Mais  le  rapport  de  ces  intégrales  a  pour  limite  l'unité. 

En  eflTet,  si  l'on  considère  deux  valeurs  consécutives  de  A:, 
les  valeurs  correspondantes  de  l'une  quelconque  des  deux 
intégrales  ont  un  rapport  qui  tend  indéfiniment  vers  l'unité. 
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à  mesure  que  k  augmente.  Or,  si  Ton  prend  l'exposant  de  x 
dans  l'autre  intégrale,  compris  entre  les  deux  valeurs  de 
l'exposant  de  la  première,  il  est  clair  que  la  valeur  de  la. 
seconde  intégrale  sera  comprise  entre  les  deux  consécutives 
de  la  première,  et  que  son  rapport  avec  chacune  d'elles 
tendra  vers  l'unité,  comme  le  rapport  qu'elles  ont  l'une 
avec  l'autre.. 

On  peut  encore  s'en  assurer  par  la  considération  sui- 
vante, dont  on  trouve  de  fréquentes  applications. 

Lorsque  k  est  très-grand,  le  numérateur  est  sensiblement 
nul,  tant  que  x  n'est  pas  très-voisin  de  l'unité,  le  dénomi- 
nateur restant  alors  fini,  la  partie  de  l'intégrale  prise 
depuis  zéro  jusqu'à  une  valeur  i  —  a^  a  étant  une  quan- 
tité fixe  aussi  petite  que  l'on  voudra,  est  très-petite  par  rap- 
port au  reste  de  l'intégrale  ;  et  le  rapport  de  ces  deux  par- 
ties tend  vers  zéro  en  même  temps  que  k  augmente,  a 
restant  constant  (*).  Pour  comparer  les  deux  intégrales  en 
question,  lorsque  k  augmente  indéfiniment,  il  suffit  donc  de 
prendre  le  rapport  des  parties  de  ces  intégrales  relatives  aux 

(*)  On  a,  en  effet, 


a'dx  I  — (i— a)"+'  I 


/i  étant  compris  entre  o  et  i —  a,  et  y  entre  i —  a  et  i  ;  d'où  il  résulte 


'    >    ' 


I 

Le  rapport  de  la  seconde  intégrale  à  la  première  est  donc  plus  grand  que 


—  ij 


il  croit  donc  indéfiniment  avec  n,  quelque  petit  que  soit  «. 
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limites  i  —  a  et  i ,  puis  de  supposer  que  a  diminue  de  plus 
en  plus.  Or  le  rapport  des  diflërentielles,  et  par  conséquent 
le  rapport  des  parties  que   nous    considérons  des   inté- 
grales, est  une  moyenne  entre  les  valeurs  extrêmes  de  x^ 
qui  sont  i  —  a  et  i .  Ce  rapport  a  donc  pour  limite  i\  et  il 
en  est  de  même  du  rapport  des  intégrales  entières,  puis- 
qu'on n'en- a  négligé  qu'une  partie  infiniment  petite  par 
rapport  à  elles-mêmes. 
On  a  donc 

..     ir  1.3.3.5. .  .(îX- —  i)(2X-  —  i)(2X--*-i) 

2  2.2.4'6.6.  .  .2/'.7./* 

d'où 

Il  est  facile  de  voir  que  Ton  aura  un  résultat  trop  faible  ou 
trop  fort,  suivant  que  Ton  prendra  un  nombre  impair  ou 
un  nombre  pair  de  facteurs  aux  deux  termes  de  cette  frac- 
tion. 

Nous  parlerons  plus  tard  d'une  méthode  générale,  qui 
consiste  à  ramener  la  détermination  des  intégrales  définies 
à  l'intégration  d'équations  différentielles  relatives  aux  con- 
stantes qui  se  trouvent  sous  le  signe  de  l'intégration. 


!••»' 
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CHAPITRE  IX. 

INTÉGRATION  DES  DIFFÉRENTIELLES  QUI  RENFERMENT 
PLUSIEURS  VARIABLES  INDÉPENDANTES. 


70.  Nous  n'avons  considéré  jusqu'ici  que  les  différen- 
tielles qui  ne  renferment  qu'une  seule  variable  et  qui  sont, 
par  conséquent,  de  la  forme  F(x)dx'^  nous  allons  exa- 
miner maintenant  celles  qui  renferment  plusieurs  variables 
indépendantes,  et  nous  proposer  de  déterminer,  s'il  est  pos- 
sible, la  fonction  de  ces  variables  qui  a  pour  différentielle 
totale  l'expression  donnée. 

Considérons  d'abord  deux  variables  or,  ^,  et  soit  proposé 
d'intégrer  l'expression 

dans  laquelle  on  a 

On  observera  d'abord  qu'il  n'existe  pas  toujours  une 
fonction  de  a:  et  j^  dont  elle  soit  la  différentielle  :  car,  si 
l'on  désigne  par  u  une  pareille  fonction,  on  devra  avoir 

T.-.        du    T-T        du  d*u  d^u     ,-,  p      -,  , 

M  =  -;-9  JN  =  --;  et,  comme  -:; — r-  =  -, — 7-5  "  laudraqu  on 

ax  dy  d.T.ay       dydx  ^ 

ait  -T-  =  —  -  Si  donc  les  fonctions  M,  N  ne  satisfont  pas 

à  cette  identité,  il  n'existera  aucune  fonction  de  x  et  j^  qui 
ait  pour  différentielle  l'expression  donnée.  Mais  nous  allons 
voir  que,  si  cette  condition  est  remplie,  la  fonction  cherchée 
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existe  nécessairement,  et  que  sa  détermination  se  ramène 
toujours  à  des  quadratures. 

On  remarquera  d'abord  que  cette  fonction,  devant  avoir 
M  pour  dérivée  partielle  par  rapport  à  a:,  doit  être  ren- 
fermée dans  Tîntégrale  indéfinie  de  M  dx  par  rapport  à  or, 
j  étant  considéré  comme  une  constante.  Elle  est  donc 

'     Mdx  4-  V,  V  étant 

fonction  arbitraire  de^. 

n  reste  à  déterminer  cette  fonction  de  manière  que  la 
dérivée  partielle  par  rapport  à  j-  soit  N.  Or  cette  dérivée 

est 


ime 


I      -p-  dx  -h  -—     ou      f 


X^^  jixr  ^^dN    ,  dV 

~—-dx  -f-  ——9 
dx  djr 


OU  enfin 


d\ 


n  donc  nécessaire  et  suffisant  que  l'on  ait 

—  --'^(x.,X)=o     on     V=/      ^[x.^  y)dy'Jt-C. 

Il  existe  donc  nécessairement  une  fonction  de  x  et  j^  dont 
l'expression  donnée  est  la  difierentielle  \  et  la  valeur  la  plus 
générale  de  cette  fonction  u  est 

C  étant  une  constante  arbitraire. 

71.  n  n'y  a  pas  plus  de  difficulté  dans  le  cas  où  le 
nombre  des  variables  indépendantes  est  plus  grand.  Soient, 
par  exemple, 

HLdx-i-lidx-^Vdz 
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et 

n  faudra  d'abord  que  M,  N,  P  satisfassent  aux  conditions 
indispensables 

£M_^       £M_rfP       dm  _dV 
djr        dx         dz        dx         dz         dy 

Cela  étant,  la  fonction  cherchée  sera  nécessairement  corn- 

'     Mrfx  -H  V,  V  étant  une  fonction 

de  y  et  z,  qu'il  faut  déterminer  par  la  condition  que  les  dé- 
rivées partielles  de  l'expression  précédente,  par  rapport  à 
y  et  z^  soient  respectivement  N  et  P. 
On  aura  donc 

„      r^du^      dv     r^^N^      ^v .  ^     .,        ,     dy 


n  est  donc  nécessaire  et  suffisant  que  la  fonction  Y  satisfasse 
aux  deux  conditions 

ce  qui  rentre  dans  la  question  précédente.  On  aura  donc 

V=jf     ;^(j:<i,  jr,z)dx  -i-  I     x(^' /o,  z)£fe-4-C. 

La  fonction  dont  la  différentielle  est  l'expression  donnée 
existe  donc  lorsque  les  trois  conditions  ci-dessus  ont  lieu  ; 
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et,  si  on  la  désigne  par  u,  on  aura 


77 


II 


C  étant  une  constante  arbitraire. 

Il  est  facile  de  voir  que  le  cas  de  m  variables  se  ramène 
de  la  même  manière  au  cas  de  m  —  i ,  pourvu  que  les  coef- 
ficients satisfassent  aux  conditions  qui  expriment  que  les 
coefficients  difiërentiels  du  second  ordre  de  la  fonction 
cherchée,  pris  de  toutes  les  manières  possibles  par  rapport 
à  deux  variables  différentes,  sont  indépendants  de  Tordre 
des  diâérentiations.  Donc  le  problème  est  toujours  possible 
lorsque  ces  conditions  sont  remplies,  et  il  est  toujours  ra- 
mené à  de  simples  quadratures. 
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CHAPITRE  X. 

SÉPARATION  DES  VARIABLES 


72.  Lorsque  nous  avons  cherché  à  déterminer  une  fonc- 
tion inconnue  y  d'une  variable  x^  connaissant  sa  dérivée 
par  rapport  à  x^  nous  avons  supposé  que  cette  dérivée 
était  exprimée  au  moyen  de  x  seulement.  Il  est  facile  de 
ramener  à  ce  cas  celui  où  la  dérivée  serait  le  produit  d'une 
fonction  de  x  par  une  fonction  de  y.  En  efiët,  en  divisant 
par  le  facteur  fonction  de  7,  on  obtient  une  équation  de  la 
forme  suivante,  dans  laquelle  F(^)  exf[x)  sont  des  fonc- 
tions connues  : 

ou 

(2)  Y[y)dy=f{x)dœ. 

On  dit  alors  que  les  variables  x,  y  sont  séparées. 

Si  maintenant  on  trouve  une  fonction  Fi  [y)  dont  la  dé- 
rivée par  rapport  à  y  soit  F(j^),  et  une  fonction  f^  [x) 
dont  la  dérivée  par  rapport  à  x  soit  f[x)^  Téquation  (i) 
nous  montre  que  Fi  (y)  et  f^  (x)  auront  même  dérivée  par 
rapport  à  x^  quelle  que  soit  la  valeur  de  x,  et  que,  par  con- 
séquent, elles  ne  peuvent  différer  que  par  une  constante  ) 
on  aura  donc 

(3)  F,  (r)=/.  (:«:)+€, 

G  désignant  une  constante  arbitraire.  On  aura  donc  ainsi 
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1  équation  cherchée  entre  x  et  y^  et  le  problème  est  ra- 
mené, comme  on  le  voit,  à  celui  qui  a  été  traité  précédem- 
ment et  qui  consiste  à  remonter  de  la  dérivée  d'une  fonction 
à  cette  fonction. 

En  prenant  Téquation  sous  la  forme  (2) ,  les  deux  membres 
sont  les  différentielles  des  deux  fonctions  Fi  (^),  fi  {x) ,  re- 
latives à  des  valeurs  correspondantes  dedx^  dy.  Les  accrois- 
sements finis  quelconques  de  ces  deux  fonctions,  en  pas- 
sant d'un  système  de  valeurs  de  j:^  ^  à  un  autre  quelconque, 
sont  donc  égaux,  et  ces  fonctions  ne  peuvent  différer  que 
par  une  constante;  ce  qui  ramène  à  l'équation  (3). 
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CHAPITRE  XL 

APPLICATION  GÉOMÉTRIQUE  DES  MÉTHODES  DTNTÉGRATION. 
QUADRATURE  DES  SURFACES  PLANES.  RECTfflCATION  DES 
COURBES. 


73.  D'après  ce  que  nous  avons  dit  dans  le  premier  Cha- 
pitre du  livre  III,  Taire  comprise  entre  les  deux  ordonnées 
relatives  aux  abscisses  Xq  et  x  peut  être  représentée  en  coor- 

'     ydx^  et  en  coordonnées 

r*  X 

obliques  par  sinfl  /     jdx^  6  désignant  Tangle  des  axes.  L'é- 

quation  de  la  courbe  donne  y  en  fonction  de  x^  et  la  qua- 
drature de  la  surface  en  question  est  ramenée  à  une  inté- 
gration. C'est  pour  cela  que  Ton  désigne  souvent  par  le  mot 
quadrature  l'opération  du  Calcul  intégral  par  laquelle  on 
remonte  de  la  différentielle  d'une  fonction  à  une  seule  va- 
riable à  cette  fonction  même. 

Si  Taire  à  calculer  était  comprise  entre  deux  ordonnées 
et  deux  arcs  de  courbe,  l'expression  de  sa  différentielle  se- 
rait (Y  — j)  dx^  en  désignant  par  Y  et  j^  les  fonctions  de  x 
qui  représentent  Tordonnée  de  chacune  des  deux  courbes. 
Si  la  nature  de  Tune  ou  de  l'autre  de  ces  courbes  changeait 
dans  T intervalle  compris  entre  les  limites,  il  faudrait  par- 
tager cet  intervalle  en  plusieurs  autres,  dont  les  limites 
seraient  les  diverses  valeurs  de  x  où  s'opéreraient  ces  chan- 
gements. 

.  Si  la  courbe  est  donnée  par  une  équation  entre  des  coor- 
données polaires  9  et  r,  Taire  que  Ton  cherche  à  évaluer  est 
celle  de  la  figure  comprise  entre  deux  rayons  vecteurs  et 
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Tare  de  la  courbe.  Sa  différentielle  est,  comme  nous  Favons 
déjà  vu,  r* — •  Donc  Paire  comprise  entre  les  deux  rayons 
correspondant   aux    angles   0O9   ^  aura   pour   expression 

-  I     r*rffl,  r  désignant  la  fonction  de  0  tirée  de  l'équation 

delacourbe.^ 
Si  la  surface  à  évaluer  était  comprise  entre  deux  rayons 

fl-i /2\ 

vecteurs  et  deux  courbes,  sa  différentielle  serait dd. 

r  et  r'  désignant  les  rayons  vecteurs  des  deux  courbes,  re- 
latifs à  une  même  valeur  de  d^  Faire  cherchée  serait  donc 

exprimée  par  -   /  '  (r* —  /•'*)  dd^  r  et  r'  étant  des  fonctions 

connues  de  0,  déduites  des  équations  des  deux  courbes. 


EXEMPLES. 


Paraboles.  —  Proposons-nous  d'abord  de  calculer  Faire 
des  paraboles  renfermées  dans  Féquation  générale 

mein  étant  positifs  ^  on  aura 

Xdr  =  p'^  j  x'"cLc=p'^  '■ hC. 

m 

SiFon  prend  Faire  à  partir  de  x  =  o,  on  aura  C  =  o,  et 
Taire  terminée  à  l'ordonnée  relative  à  une  valeur  quelconque 
de  X  aura  pour  expression 


T       n 

— h! 

'  ou  -^ 


m-^  n  m  -^  n 


La  partie  du  rectangle  xy  qui  reste,  après  avoir  retran- 

Caleul  inf.  D.  —  IL  ^  --,  6 


'— ■-  i^ 


£ 
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ché  celle-ci,  que  Ton  trouverait  directement  en  prenant 

xdy^  est  — ^^;  donc  Tare  de  la  courbe  divise  le  rec- 

tangle  xjr  dans  le  rapport  constant  de  m  :  tz. 

Si  Ton  considère  au  lieu  de  Torigine  un  point  (oc,  6}  de 
la  courbe,  les  aires  comprises  entre  les  ordonnées  ou  les 
abscisses  de  ce  point  et  du  premier  seront  les  différences 

de  quantité  ayant  même  rapport  — -,  elles  auront  donc 

aussi  ce  même  rapport  entre  elles.  D*où  Ton  voit  que,  si 
l'on  projette  un  arc  quelconque  de  la  courbe  sur  l'axe  des  x 
et  sur  l'axe  des  y^  les  aires  comprises  entre  cet  arc,  les 
lignes  projetantes  et  l'axe  perpendiculaire  sont  entre  elles 
comme  les  exposants  m  et  tz. 

Hyperboles.  —  Considérons  maintenant  l'équation  *gé- 
nérale  y^af^^=a  des  hyperboles  qui  ont  pour  asymptotes 
les  axes  des  coordonnées  ;  on  aura 

I  n 

m 

Soit  d'abord  n<C^m^  et  supposons  que  l'aire  commence  au 
point  dont  les  coordonnées  sont  «,2^  l'aire  aura  pour  ex- 
pression 

I    /         n  n        \ 

^ L     ou      —^^ '- 

m  —  n  m  —  n 

On  voit  alors  que  sa  valeur  est  finie  pour  a  =  o,  quoiqu'elle 
s'étende  indéfiniment  dans  le  sens  des  j^,  puisque  l'âxe 
des  jr  est  asymptote  de  la  courbe  :  mais  elle  devient  infinie 
en  même  temps  que  x. 

Ainsi  l'aire  comptée  à  partir  d'une  ordonnée  arbitraire, 
et  prolongée  indéfiniment  vers  l'une  des  deux  asymptotes, 
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est  finie  ou  infinie,  suivant  que  la  coordonnée  comptée  sur 
cette  asymptote  a  le  plus  grand  ou  le  plus  petit  exposant 

dans  l'équation.  En  cherchant  —  /     x  dy^  on  aurait  Taire 

comprise  entre  l'arc  et  les  abscisses  menées  par  ses  extré- 
mités 5  son  expression  serait •  Ces  deux  aires  sont 


m  —  n 


donc  encore  dans  le  rapport  des  exposants  m  çXn. 

Si  Ton  avait  tz  ^  m,  on  arriverait  à  la  même  conclusion . 

Si  l'on  avait  m= /i,  l'équation  serait  de  la  forme  xy  =  p*, 
et  représenterait  une  hyperbole  équilatère,  puisque  les  axes- 
sont  rectangulaires.  On  aurait  alors 


Si  l'on  voulait  que  l'aire  commençât  àj'axe  des  j^  on 
aurait  «  =  05  ce  qui  fait  voir  que  Taire  comprise  entre  une 
ordonaée  quelconque  et  l'axe  des  y  est  infinie. 

Si  Ton  suppose  ce  =  p^  l'aire  commencera  à  l'ordonnée 
menée  par  le  sommet  de  l'hyperbole-,  et,  si  l'on  prend  p 
pour  unité,  son  expression  sera  Ix,  C'est  cette  propriété 
qui  a  fait  donner  aux  logarithmes  népériens  le  nom  de  loga- 
rithmes hyperboliques. 

Réciproques.  —  Les  paraboles  et  les  hyperboles  que  nous 
venons  de  considérer  jouissent  de  cette  propriété  commune 
que,  si  l'on  projette  un  arc  quelconque  de  ces  courbes  sur 
les  deux  axes,  les  aires  comprises  entre  cet  arc  et  les  coor-- 
données  parallèles  sont  dans  un  rapport  constant.  Or  il  est 
facile  de  démontrer  qu'elles  sont  les  seules  courbes  qui  en 
jouissent.  En  effet,  cette  condition  générale  est  exprimée 
par  1  équation 


G. 
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le  signe  — -  du  second  membre  se  rapportant  au  cas  où  dy 
et  dx  sont  de  signes  contraires. 

Différentiant  les  deux  membres  en  considérant  le  point 
a,  6  comme  immobile,  et  x^  y  comme  seuTes  variables,  il 

vient 

Il  >  f/jT        .       dy 

nYaxz=.'nzmxdY     ou     n — =ztm — » 

X  y 


•   .  / 


et  intégrant 

«  lor  =  dz  m  1^  +  le, 

en  désignant  par  le  une  constante  arbitraire.  Cette  équation 
peut  se  mettre  sous  la  forme 

et  représente  des  paraboles  ou  des  hyperboles,  suivant 
qu'on  suppose  que  les  coordonnées  varient  dans  le  même 
sens  ou  en  sens  contraire. 

Ellipse,  —  Soit  Téquation  de  l'ellipse 

a^  y^ -^  b^  x*  =1  à^  h"^     ou     y  '==^  —  s/à^  —  ^*  > 


on  aura 


\  ydx=z-    j  dx  ^a'  —  x^ . 


Or,  en  intégrant  par  parties,  on  trouve 


(*    x^dr 

dx  Ja*  —  x^  =z  X  Ja^  —  3^^  4-  |     ,  = 


Mais 


'=  l  ^ ; —  —'-  \dx  Ja}  —  x"'  -4-  a» 

s^à^^x}      J  si  a}  -  X'  J 


arc  sm  - 

a 


en  substituant,  il  vient 


i  dx  slà^  —  x^  =ix  ^a^  —  a:^  4-  a'  arc  sin  -  —  i  dx  \ja'  —  x\ 
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Réunissant  les  deux  intégrales,  que  Ton  supposera  prises 
â  partir  de  la  même  limite,  et  ajoutant  une  constante  arbi« 

traire,  il  vient,  en  divisant  par  2,  puis  multipliant  par  -» 


b    C  ,     / hxsfc^ 

-    1  dx  sJa}  —  x^  =  — - — 
a  J  .  2« 


H-  ^       ah  ,    X       _ 

i arc  sin  — h  C. 

2  a 


Si  Ton  veut  que  Taire  commence  à  l'axe  des  j^  on  aura 

C  =  o.  Si  l'on  fait  ensuite  a:  =  a,  on  aura  —r-  pour  la 

valeur  du  quart  de  l'ellipse.  L'aire  de  Tellipse  entière  est 
donc  itab  :  elle  devient  ira*,  si  i  =  a. 

Le  terme  —^ ?  étant  équivalent  à  -^»  mesure  le 

2a  ^2 

triangle  dont  les  côtés  sont  x  el  j"^  par  conséquent,  le 

terme  —  arc  sin  -  mesure  le  reste  de  l'aire,  c'est-à-dire  le 
2  a  ' 

secteur  formé  par  l'axe  des  ^,  l'arc  de  l'elUpse  et  le  rayon 

mené  du  centre  à  l'extrémité  de  cet  arc. 

Hyperbole.  —  Soit  maintenant  l'équation  de  l'hyperbole 

à^y"^ —  b^x^  ■=  —  a^b^     ou     y  "=  -  sjx^  —  a*  ; 

a 

on  aura 


/-=^/-^^ 


et,  si  l'on. suit  la  même  marche  que  pour  l'ellipse,  on  trou- 
vera 


/ 


bx  sjx^  —  a-       ab  .f  , \        ^ 

Ydx:= \[x  +  Jx^  —  «M  -f-C; 

na  2 


si  l'on  vent  faire  commencer  l'aire  au  sommet,  son  exprès- 
8ion  devra  être  nulle  pour  j: = a,  d'où  C  =  —  la ,  et  l'aire 
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aura  pour  valeur 


bx ^x*  —  «'       ah  ^x  -^  yj.r}  —  a^ 
2a  2  a 

Le  premier  terme  étant  égal  à  — 9  on  en   conclut  que 

ab  jX-h  sjx^  —  a^  ■      ,,  .'      ,  ^  .        ^ 

—  1 est  1  expression  du  secteur  compris  entre 

l*axe  transverse,  l'arc  de  Thyperbole  et  le  rayon  mené  du 
centre  à  l'extrémité  de  cet  arc. 

Cycloïde.  —  Considérons  maintenant  la  cycloïde  rappor- 
tée à  son  sommet  A  (Jig»  i)  ;  son  équation  différentielle  sera 


^  —4/ L^ 

dx        y    2a  — ', 


2  a  étant  le  diamètre  AB  du  cercle  générateur.  L'aire  AMP 
a  pour  expression 

Jydx     ou      I      dfsl^ay  —y^\ 
0  Jo 

elle  est  donc  identique  avec  l'aire  AQN  relative  au  cercle 
générateur. 

L'aire  totale  ADK  est  donc  égale  à  la  moitié  de  celle  du 
cercle,  ainsi  que  l'aire  symétrique  CHAj  et,  comme  le  rec- 
tangle CHKDC  est  égal  k  ^ita}^  l'aire  CADC  sera  égale  à 
37ra'  ou  au  triple  du  cercle  générateur. 

Quant  à  l'expression  de  l'intégrale 


/  dysjuax-^y'^ 


on  observera  qu'elle  est  identique  avec 


/ 


dy^Ja^  —  ijr  —  aYi 
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elle  rentre  donc  dans  celle  que  nous  avons  calculée  dans  le 
cas  de  l'ellipse,  en  y  changeant  x  en  y  —  a.  Ainsi  l'on 
aura 


/■ 


(jr  —  a)J2aY  —  y'       a*         .    r  —  a 


dy^^ay  —  7*  =  -^ — — ^  H arc  sin  *- -4-  C. 

Si  l'on  prend  l'intégrale  à  partir  de  j<^  =  o,  on  aura 


1:0} 


4  ' 

et,  si  Ton  prend  pour  seconde  limite  j^  =  2  a,  la  valeur  de 
Taire  sera 


TTflf* 


comme  nous  l'avions  déjà  reconnu. 

Spirale  logarithmique,  —  L'équation  de  cette  couibe 
est,  en  coordonnées  polaires,  r  =  Ae^*  5  l'aire  comprise 
entre  deux  rayons  vecteurs  correspondant  aux  angles  â^  et 
0  aura  donc  pour  expression 


e'^U^    ou    ^{g»«e_g,«o„\ 
0.  4« 


ou 


ri 


4^ 


en  désignant  par  r^  et  r  les  valeurs  extrêmes  du  rayon  vec- 
teur. 

Si  l'on  part  de  To  =  o,  c'est-à-dire  si  l'on  cherche  la  li- 
mite de  l'aire  comprise  entre  le  rayon  fixe  r  et  un  autre 
rayon  dont  l'extrémité  tend  vers  le  pôle,  tandis  que  sa  di- 
rection tourne  indéfiniment  autour  de  ce  point  asymptote, 

on  trouvera  simplemept  7—  •  Cette  aire  croit  donc  comme  le 

carré  du  rayon  vecteur. 
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Rectification  des  courbes. 

74.  Nous  avons  démontré  que  la  différentielle  d'un  arc 

de  courbe  plane  est  ^dx^-h  dj^^  en  supposant  les  axes  reo-» 
tangulaires  :  elle  sera,  pour  une  courbe  à  double  courbure, 

\ldx^  •+•  d^^  -f-  dz^ .  Lorsque  les  axes  font  entre  eux  des 
angles  quelconques,  on  sait  quels  termes  il  faut  ajouter  sous 
le  radical  \  mais  on  suppose  ordinairement  ces  angles  droits. 
L'arc  dont  les  extrémités  correspondent  aux  abscisses  x^  et 
X  aura  donc  pour  expression,  dans  le  premier  cas, 


X 


SJdx'-^  dx^. 


et,  dans  le  second, 


/ 


Si  la  courbe  plane  était  rapportée  à  des  coordonnées  po- 
laires, nous  avons  vu  que  la  différentielle  de  sa  longueur 
aurait  pour  expression 


et  sa  longueur  serait,  par  conséquent,  exprimée  par 


00  et  0  étant  les  valeurs  extrêmes  de  l'angle  d. 


EXEMPLES. 


Parabole.  —  Soit  d'abord  la  parabole  ayant  pour  équa- 
tion 

jr^=z  !ipXf     d'où     ydyzzz pdx^     dx-=: j 
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on  aura 


La  longneur  de  l'arc  dont  les  extrémités  correspondent  à 
7o  et^  aura  donc  pour  expression 

If  dy ^j^-^p^  =  i [r six' -^p' -^p'  1  (r  +  v(r' -4-/^0  +  c] . 

Si  1  on  veut  faire  commencer  l'arc  au  sonmiet,  on  aura 
et  Texpression  de  cet  arc  sera 

2p  2  p 

Ellipse.  —  L'équation  de  l'ellipse 


donne 


■  I 


ds  =  )ldx^  4-  djr^  =  dx  Ut—1^, 

en  désignant  ^a*  —  i*  par  ae. 
L'abscisse  x  étant  toujours  moindre  que  a,  on  peut  poser 


œz:z  asmfy 


d'où 


dx=  acoSffd^^     d  =  ad^  sji  —  c'siii*^» 

Pour  intégrer  cette  expression,  on  développera  le  radical 
^  série,  ce  qui  est  permis,  puisque  le  second  terme  est  plus 
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petit  que  le  premier.  On  aura  ainsi 

,  —  T  I  .  I       ■' 

(i  —  tf'sin*^)'  =  1 tf'sin'f ^e*sin*^  —  .. . 


I.I.3. .  J^m  —  3)   ^  .  ,. 

7-^ '  ^sm*"(p  — . . .  ♦ 

2.4* O.  .  .27^1 


et,  par  suite, 


"•  1  siii""y£/(p  — . . . 


s  =z  a  . 

.3 . . . (2/w  —  3) 

2.4.6. .  ,2.  m 


Cette  série  sera  d'autant  plus  convergente  que  rexçentricité 
e  sera  plus  petite.  Si  Ton  intègre  à  partir  de  cp  =  o,  on 
aura 


I  sm^(fd(f  i== 


sin»'"-»  <p  H-  i^ '  sîn**-' 

COS(p  I  2/w 

2/72    1  r2/W  —  l)(277l  —  3).  ..3 

■     •    — 7-^ sm 

(2/72  —  2)(2/72  —  4)-  •  '^ 

(im  —  i).  .  .3. 1 

^-  ^ h fy 

2/72.  .  .4.2 


TT 


et,  si  Ton  prend  pour  seconde  limite  ç  =  -  j  on  aura,  pour 
l'expression  du  quart  du  périmètre  de  l*tellîpse, 


[ 


~\2^) "si^^y  ~5U.4.6V  ~  ■■ 


2    I  I        /i  .3.  .  .(2/72  —  i) 


e^\  — ... 


2/72  —  I    \        2.4.  .  .  2/72 

Si  e  ==  O,  rellîpse  devient  le  cercle  dont  le  rayon  est  «,  et 
l'expression  précédente  se  réduit  à  — >  qui  est,  en  effet,  le 


^ 


art  de  la  circonférence. 
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Hyperbole,  —  L'équation  de  l'hyperbole 

donne 


dy        b^x         ,  /- -—         ,        /é^x^ — a^ 

—  =  —-9      ds  =  Jdx^ ^dy^:=da:  1/ -< 

dx        à} y  '  y     x^  —  a* 


en  posant 


Les  valeurs  de  x  étant  toujours  plus  grandes  que  a,  on 


a 


posera  x  = »  et  l'on  aura 

*  COSÇ 


dfp  /  COS'q> 


Si  Ton  développe^n  série  le  radical,  et  qu'on  intègre  à  par- 
tir de  ç  =  o,  qui  correspond  à  j:  =  a,"  on  aura 

[I  cos*v        '  •  ï  cos^ç  T 

I.I.3. .  .(am  — 3)  cos^y  I' 

2.4-6.  .  .2m  e^'^  '  *  J 

[I .  I  cos'9        1. 1. 3  cos*«p 
2.4  "ê^       2.4.6     e* 
1.1,3. ..(2m --3)  cos*"'-»^ 
"^         2. 4. 6... 2/»       .  i?^"-»     ■^* 

Lorsque  a:  croît  indéfiniment,  cp  tend  vers  -9  et  ^  croit 

sans  limite.  Mais,  si  l'on  cherche  la  différence  entre  l'arc  et 
la  partie  de  l'asymptote  comprise  entre  le  centre  et  le  point 
correspondant  de  l'abscisse  de  l'extrémité  de  l'arc,  cette  dif- 
férence tend  vers  une  limite  dont  il  est  facile  d'obtenir 
^      VexpressioB.  En  efiet,  cette  partie  de  Tasymptote  est  égale 
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à ;  et,  si  Ton  en  retranche  s.  il  reste 


«   /*''  ,  ri.icos'a»       i.i.3cos*9         1 


ge(i  —  sin»)       ^^       ^    C^  1   ri.icos'a»        i.i.Scos* 


Si  Ton  prend  la  limite  ç  =  -,  il  vient 


TTû  r         r  /i   i\«       I  /i.3    i\»      î  / 1.3.5    i\»  1 

75.  Cjcloïde.  —  L'équation  de  la  cycloïde  rapportée  à 
son  sommet  est 


dx        y   %a  — y 

d'où 
donc 
et,  si  Ton  fait  commencer  Tare  au  sommet,  on  aura 


C  =  o     et    s  ^=  1  y2flj'. 

Si  l'on  fait  yz=i^a^  on  aura  la  moitié  du  périmètre  de  la 
cycloïde,  (jui  sera  égale  à  ^a.  Pour  ime  valeur  quelconque 
dej^,  s  est  double  de  la  longueur  de  la  tangente. 

C'est  à  quoi  Ton  était  déjà  parvenu  par  la  théorie  des  dé- 
veloppées. 

Spirale  logarithmique.  —  L'équation  polaire  de  cette 
courbe  est 

r=A^*,     d'où     dr=i  kaê^d^\ 
ds  =  iJdr^-^r^dH^  ==  A^^i -+- «'.c«*£/ô. 
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Donc 

S  =  A  ^ c««  +  C  =  r  i h  C, 

a  a 

Si  Tare  commence  au  pôle,  qui  est  asymptote  de  la  courbe . 

on  aura 

^  *  i/i  -4- a* 

a 

Cette  expression  est  celle  de  la  longueur  de  la  tangente 
menée  à  rextrémité  de  Tare,  et  terminée  à  la  perpendicu- 
laire au  rajon  vecteur  mené  par  le  pôle.  Ce  résultat  avait 
déjà  été  obtenu  par  la  théorie  des  développées. 

76.  Supposons  maintenant  les  points  déterminés  par 
trois  coordonnées  polaires.  Soient  9  Fangle  formé  par  le 
rayon  vecteur  r  avec  Taxe  des  z^  et  ^  Tangle  formé  par  sa 
projection  sur  le  plan  XY  avec  Taxe  des  x.  Toute  courbe 
sera  déterminée  par  deux  équations  entre  r,  (p,  0.  Les  équa- 
tions qui  déterminent  généralement  a:,  y^  z  en  fonctions  de 
r,  9,  ^  feront  connaître  dx^  dy^  dz^  au  moyen  de  r,  ô,  tf/, 

rfr,  rfO,  di{\  et,  en  les  substituant  dans  y^dx^  -i-  dy^  h-  rfz*, 
on  aura  l'expression  de  la  différentielle  de  Tare  en  coor- 
données polaires.  Mais  on  peut  y  arriver  directement  de  la 
manière  suivante  : 

Si  l'on  conçoit  une  sphère  décrite  du  pôle  comme  centre 
avec  le  rayon  r,  elle  coupe  le  rs^yon  r  -H  rfr  en  un  point  qui, 
joint  à  l'extrémité  de  r  par  un  arc  de  grand  cercle,  déter- 
mine un  triangle  rectangle  infiniment  petit,  dont  ds  est 
l'hypoténuse  et  dr  un  des  côtés  de  l'angle  droit.  Pour  dé- 
terminer le  troisième  côté,  on  mènera  par  Taxe  des  z  deux 
plans  contenant  respectivement  les  deux  rayons,  et  qui 
comprendront  entre  eux  l'angle  d^\  puis,  par  Tune  des 
extrémités  de  ce  troisième  côté,  on  mènera  un  plan  paral- 
lèle à  XY  :  le  côté  cherché  sera  Thypoténuse  d'un  triangle 
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rectangle  tracé  sur  la  sphère,  et  dont  les  deux  côtés  de 
l'angle  droit  seront  respectivement  r  sin0  d^  et  rdd.  On  aura 
donc 


et,  pour  avoir  s^  il  suffira  d'exprimer  deux  des  variables  en 
fonction  de  la  troisième  d'après  les  équations  de  la  courbe* 
et  d'intégrer  entre  les  limites  demandées. 
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CHAPITRE  XII. 

CUMTUfiE  DES  SOLIDES  ET  QUADRATURE  DES  SURFACES 

COURBES. 


Cubature  des  solides  de  révolution. 

77.  Considérons  maintenant  le  solide  formé  par  la  révo- 
lution d'une  surface  plane  autour  d'un  axe  situé  dans  son 
plan,  et  que  nous  prendrons  pour  axe  des  x.  L'équation  de 
la  courbe  qui  termine  cette  surface  est  donnée  entre  deux 
coordonnées  x^  y^  situées  dans  le  plan  YAX,  où  se  trouve 
primitivement  cette  courbe.  Cela  posé,  nous  nous*  propo- 
sons d'évaluer  le  volume  compris  entre  deux  plans  perpen- 
diculaires à  l'axe  de  rotation,  et  qui  est  engendré  par  la 
partie  MNM'N'  de  la  surface  [fig^  2)  comprise  entre  les 
deux  ordonnées  arbitraires  MP,  NQ.  Pour  cela,  nous  cher- 
cherons Texpression  de  la  diflférentielle  de  ce  volume,  que 
l'on  peut  considérer  comme  l'accroissement  infiniment 
petit  que  prend  le  volume  V  lorsque  la  variable  x  dont  il 
est  question  prend  l'accroissement  dx.  Soit  QR  =  rfx,  dS 
sera  considéré  comme  le  volume  engendré  par  la  surface 
NKN'K'.  Mais,  si  par  les  points  N,  N'  on  mène  des  paral- 
lèles à  AX,  on  remplacera  NKN'K'  par  un  rectangle  qui 
engendrera  un  volume  dont  le  rapport  avec  Taccroissement 
exact  du  volume  aura  pour  limite  l'unité  \  ce  que  Ton  dé- 
montre comme  pour  les  aires.  Mais  le  volume  qu'engendre 
ce  rectangle  a  pour  mesure  ît  [j^ — y'  *  )  dx^  y  eXy'  étant  les 
ordonnées  NQ,  N'Q;  donc  le  volume  V,  compris  entre 

ieux  ]^an8  correspondant  aux  abscisses  x^^x^  a  pour  ex- 
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pression 

Si  l'on  veut  avoir  le  volume  total,  il  faudra  prendre  pour 
limites  de  cette  intégrale  la  plus  petite  et  la  plus  grande  des 
valeurs  de  x  auxquelles  correspondent  des  points  de  la  sur- 
face donnée. 

EXEMPLES. 

Ellipsoïde,  —  Supposons  qiie  la  surface  génératrice  soit 
celle  d'une  ellipse  tournant  autour  d'un  de  ses  axes,,  pris 
pour  axe  des  x\  son  équation  sera 


•t* 


a" 


et  l'on  aura 

\=^  — ;-  I  (^ax  —  .T^)d,x=z  — -  lax^—  —  j  4- C. 

Si  le  volume  doit  commencer  au  sommet,  on  a 

C  =  o     et     V=— ^«x^-^j. 

On  aura  le  volume  entier  de  l'ellipsoïde  en  faisant  j:  =  2rt, 
ce  qui  donne 

il  devient^ ira',  si  i  =  a,  ce  qui  réduit  l'ellipsoïde  à  la 

sphère  dont  le  rayon  est  a. 

Il  est  à  remarquer  que  la  différentielle  rfV,  ne  renfer- 
mant pas  de  radicaux,  ne  devient  pas  imaginaire  en  dehors 
des  limites  o  et  -+-  aa  5  elle  ne  fait  que  changer  de  signe,  et 
est  égale,  au  signe  près,  à  celle  du  volume  engendré  par 


DES    LIMITES    DE    SOMMES.  97 

l'hyperbole,  dont  Téquation  serait 

jr^=  —^  [x^ —  2a.r). 

Il  résulte  de  là  que,  si  dans  l'expression  de  V  on  donne  à  la 
seconde  limite  x  une  valeur  négative,  on  obtiendra  le  vo- 
lume de  l'hypèrboloïde,  depuis  cette  valeur  de  x  jusqu'à 
x=o^  ^^9  sî  ^^OXL  donne  à  x  une  valeur  positive  plus  pe- 
tite que  2  a,  on  aura  le  volume  de  rellipsçïde  depuis  a:  =  o 
jusqu'à  cette  seconde  limite^  et  qu'enfin,  si  Ton  donne  à  x 
une  valeur  positive  plus  grande  que  a  a,  on  obtiendra  le 
volume  entier  de  l'ellipsoïde,  diminué  du  volume  de  l'hy- 
perboloïde  compris  entre  a:  =  2a  et  la  seconde  limite. 

Donc,  si  l'on  veut  trouver  la  valeur  qu'il  convient  de 
donner  à  x  pour  que  V  soit  égal  à  un  volume  donné,  ou 
que  rellîpsoïde  soit  partagé  dans  un  rapport  donné,  on  trou- 
vera trois  valeurs  réelles  :  Tune  négative,  l'autre  positive  et 
plus  petite  que  2a  et  la  troisième  positive  et  plus  grande 
c[ue  2a;  mais  la  seconde  seule  satisfait  à  la  condition  de 
partager  l'ellipsoïde  dans  le  rapport  demandé,  ou  de  ma-< 
nière  que  V  ait  une  valeur  donnée,  pourvu  qu'elle  soit 

4 
3 


moindre  que  5  t:  a*  i . 


Tore,  —  Ce  solide  est  engendré  par  la  révolution  d'un 
cercle  autour  d'une  droite  située  dans  son  plan.  Soit  l'équa- 
tion de  ce  cercle 

fr  — ?)»-+- (^- a)' =  RS 
ou 

U  diflKrenlielle  du  volume  est  (fig.  3) 

Cah.  inf.  D,  —  II.  7 
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ou 


47r6£?arv/R'  —  (or --  ajS 

OU  encore 

Or  MM/dx  est  la  différentielle  de  l'aire  du  cercle  géné- 
rateur. Donc  le  volume  engendré  par  la  partie  <iu  cercle 
comprise  entre  deux  ordonnées  quelconques  est  égal  à  cette 
aire  multipliée  par  awS,  c'est-à-dire  par  la  circonférence  dé- 
crite par  le  centre  du  cercle. 

Si  l'on  veut  avoir  le  volume  entier  du  solide,  il  faut  mul- 
tiplier l'aire  du  cercle  par  la  circonférence  décrite  par  son 
centre,  ce  qui  donne  air'SR". 

On  trouverait  le  même  résultat  en  intégrant  la  différent 

tîelle  dx  y/fi"  —  [X — a)*  que  nous  avons  déjà  trouvée  dans 
la  quadrature  de  l'ellipse  et  du  cercle. 

Quadrature  des  surfaces  de  révolution. 

78.  Nous  avons  appelé  aire  d'une  surface  cow*be  la 
limite  de  Taire  d'un  polyèdre  inscrit  ou  circonscrit  à  cette 
surface,  et  dont  les  faces  infiniment  petites  ont  pour  limites 
de  leurs  directions  les  plans  tangents  aux  différents  points 
de  cette  surface. 

Nous  en  avons  conclu  qu'on  peut,  au  lieu  des  éléments 
plans  qui  composent  la  surface  du  polyèdre,  considérer  des 
surfaces  courbes  dont  les  plans  tangents  aient  pour  limites 
ceux  de  la  surface  proposée.  On  pourra  donc  regarder  la 
surface  engendrée  par  la  révolution  d'un  arc  de  courbe 
plane,  tournant  autour  d'un  axe  situé  dans  son  plan, 
comme  la  limite  de  la  somme  des  troncs  de  cônes  infiniment 
petits ,  engendrés  par  les  côtés  d'un  polygone  inscrit  dans 
cette  courbe.  Si  Ton  désigne  par  j^  ety-^dy  les  oi^onnéés 
des  deux  points  extrêmes  d'un  quelconque  de  ces  côtés 
ayant  pour  longueur  ds^  la  surface  du  tronc  de  cône  qu'il 
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engendre  aura  pour  mesure 

2îr(^H ]ds,     ou     imydsy 


en  négligeant  l'infiniment  petit  du  second  ordre 

L'aire  engendrée  par  l'arc  dont  les  points  extrêmes  ont 
pour  abscisses  oto  et  x  aura  donc  pour  expression 

'     yd$^     ou     27r  I     y  sjdx^  -+-  dy^ . 
x^  Jx^ 


EXEMPLES. 

ElUpsoïde.  —  Supposons  que  Tellipse  dont  l'équation 

est 

loume  autour  de  l'axe  des  x  ^  elle  engendrera  une  surface 
dont  la  dilTérentielle  sera 

^  dx  ^a*  — (a^—  h^)  xK 


a" 


Supposons  d'abord  a  ^  &  et  posons 

l'aire,  commençant  a:  =  o,  aura  pour  expression 


a 


hc  C  ^        la}         ,       'Kbcï  a}  a"  .    ex  1 

—  I      dx\J  -T  —  <a^  = M^  i  /  -T  —  ^'  4-  --  arc  sm  —  *  I 

Jx.         V  ^  a    l    y  e^  e'-  a    J 


Une  faut  pas  ajouter  de  constante,  puisque  Taire  est  nulle 
pcmp  X  =  o.  On  aura  la  moitié  de  la  surface  de  rellipsoïde 
ea£dsant-air=  a,  ce  qui  donne,  pour  la  surface  entière, 


2ïre>'H arc  smc. 
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Si  e  =  o,  a  =  J,  et  l'ellipsoïde  deyient  une  sphère  y  comme 

d'ailleurs tend  vers  Tunitë  à  mesure  que  e  tend 

vers  zéro,  on  aura  4'^a'^  pour  la  surface  de  la  sphère  dont 
le  rayon  est  a. 

Supposons,  en  second  lieu,  a<Cb^et  posons* 

l'expression  de  Taire,  à  partir  de  j:  =  o,  sera 


H-x'^ 


I      dx\^ h^'= \xy h^'H Il  1/    oe 

Ti        j 

Si  l'on  fait  j:  =  a,  on  aura  la  moitié  de  la  surface  de  l'el- 
lipsoïde, et  la  surface  entière  aura  pour  expression 


litb  V«'-i-  b'e'-\ 1 ^ -• 

e  a 

On  retrouve  encore  la  surface  de  la  sphère  quand  on 
suppose  e  =  o.  En  effet,  la  première  partie  devient  aîra*; 

pour  obtenir  la  seconde,  on  développera  \]a^  •+-  i*ê*  en 
série,  ce  qui  est  permis,  puisque  i*e*,  tendant  vers  zéro,  est 
plus  petit  que  a",  et  l'on  trouvera  encore  awa*  -,  ce  qui  don- 
nera ^1:0}  pour  l'aire  totale  de  la  sphère.' 

Surface  du  tore,  —  Supposons  qu'on  fasse  tourner  au- 
tour de  l'axe  des  x  le  cercle  dont  l'équation  est 

(r~6)'+(.^~a)'=R'; 

la  partie  supérîeiu'e  engendrera  une  surface  dont  la  diffé- 
rentielle sera 

27r  [g  H-  v/R"—  [x  —  a)']  ds. 
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La  différentielle  de  l'aire  engendrée  par  la  partie  inférieure 
sera 

Si  on  les  suppose  comprises  entre  les  deux  mêmes  plans 
perpendiculaires  à  Taxe,  a:  et  ds  seront  les  mêmes,  et  la 
somme  des  deux  diSérentielles  sera  47^6  ds^  dont  l'intégrale 
est  4îî6^-f-C. 

On  aura  la  surface  entière  en  prenant  s  égal  à  la  demi- 
circonférence  ttR,  el  C  =  05  ce  qui  donnera 

47r'6R,      ou      2  7rR27r6. 

La  surface  du  solide  entier  est  donc  égale  au  produit  de  la 
circonférence  génératrice  par  la  circonférence  décrite  par 
son  centre. 

On  peut  calculer  séparément  la  surface  engendrée  par  la 
partie  supérieure,  et  par  la  partie  inférieure  de  la  circon- 
férence. En  eflet,  la  première  est 

27r[g5  -hfds  ^R«  —  (^  —  a)']  =  27r(e.ç  4-/R^.r) 

=:27r(65  4-R^-f-C). 

Pour  avoir  la  partie  supérieure  tout  entière,  il  faut  prendre 
pour  X  les  limites  a  —  R,  «  -f-  R,  et  donner  à  ^  la  valeur 
ïïR,  ce  qui  donne 

27r2êR-4-4î»R'. 

Dans  le  calcul  de  la  partie  inférieure,  il  n^y  aura  que  le 
second  terme  à  changer  de  signe,  et  Ton  trouvera 

27:»eR— 4^R'- 

Leur  somme  est  4w*6R9  comme  nous  l'avons  déjà  trouvé. 
Leur  différence  est  SirR*,  ou  le  double  de  la  surface  de  la 
sphère  dont  le  rayon  est  R. 

Il  est  remarquable  que  cette  différence  soit  indépendante 
de  la  distance  du  cercle  à  Taxe  de  rotation^  et  cela  tient  à 
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la  symétrie  de  la  courbe  par  rapport  à  une  parallèle  à  l'axe. 
Dans  le  cas  général  où  cette  condition  sera  remplie,  la  dif- 
férence des  surfaces  engendrées  par  les  deux  parties  de  la 
courbe  sera  encore  indépendante  de  la  distance  à  l'axe  de 
rotation. 

f^olume  des  corps  terminés  par  des  surfaces 

quelconques, 

79.  Si  Ton  partage  un  corps  en  éléments  infiniment 
petits  par  des  plans  perpendiculaires  à  l'un  des  axes  des 
coordonnées  rectangulaires,  nous  avons  vu  qu'on  pourra 
substituer  à  ces  éléments  des  cylindres  ayant  pour  bases  les 
sections  faites  par  ces  plans,  et  pour  hauteurs  les  distances 
de  ces  mêmes  plans,  parce  que  la  limite  du  rapport  de  ces 
cylindres  aux  éléments  du  corps  est  l'unité. 

Donc,  si  l'on  peut  obtenir  en  fonction  de  x  l'expression 
de  l'aire  de  la  section  faite  dans  le  corps  par  un  plan  quel- 
conque perpendiculaire  à  l'axe  des  a:,  la  différentielle  du 
volume  sera  F(x)  rfx,  en  désignant  par  F  (x)  l'aire  de  la 
section  •,  et  le  volume  du  corps  compris  entre  deux  plans 
perpendiculaires  à  l'axe  des  a:,  et  correspondant  aux  ab- 

'     F{x)dx.  Le  pro- 

blême  sera  donc  ramené  à  l'intégration  d'une  fonction 
connue  d'une  seule  variable.  Si  l'on  ne  peut  exprimer  im- 
médiatement l'aire  de  la  section,  on  en  obtiendra  la  valeur, 
au  moyen  d'une  première  intégration.  Représentons  par  z 
et  z'  les  ordonnées  de  la  partie  supérieure  et  de  la  partie 
inférieure  de  la  surface.  Ce  sont  des  fonctions  données  de  x 
et  y  qui  pourront  être  de  nature  différente.  L'aire  de  la 
section  correspondant  à  une  valeur  quelconque  de  x  aura 
pour  expression  y  (^  —  z')  dy^  y  variant  seul  et  x  restant 
constant  dans  les  fonctions  z  et  z^  Les  limites  de  cette 
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intégrale  seront  les  valeurs  correspondant  aux  points  ex- 
trêmes de  la  section^  ces  points  seront,  en  général,  ceux  où 
la  tangente  à  la  courbe  est  parallèle  à  Taxe  des  z-^  et,  si  l'on 
considère  Tensemble  de  toutes  les  sections,  ces  points  se 
projettent  sur  le  plan  XY  suivant  la  trace  du  cylindre  cir- 
conscrit au  corps,  et  ayant  ses  arêtes  parallèles  à  Taxe  des  r . 
Ces  valeurs  dejr^  qui  sont  des  limites  de  cette  première  în~ 
tégrale,  sont  donc  des  fonctions  connues  de  a:,  et,  par  con- 
séquent, f[z  —  z')  dy  sera  une  fonction  de  x,  que  nous 
supposerons  que  l'on  puisse  former,  et  que  nous  repré- 
senterons par  F(j:).  La  question  est  alors  ramenée  au  pre- 
mier cas,  et  il  suffira  de  calculer  y  F  (a:)  dx^  entre  les  deux 
limites  données  pour  x.  Ces  deux  intégrations  successives 
s'expriment  de  la  manière  suivante  : 


'      dx  j      [Z'-'z')djr; 


y(t  et  y  désignent  les  deux  fonctions  de  x  qui  expriment  les 
ordonnées  de  la  trace  sur  XY  du  cylindre  circonscrit  au 
solide,  et  ayant  ses  arêtes  parallèles  à  Taxe  des  z. 

Ce  calcul  n'exige  donc  que  deux  intégrations  de  fonctions 
d'une  seule  variable. 

On  peut  remarquer  que  ce  procédé  revient  à  calculer  la 
somme  des  expressions  de  la  forme  {z  —  z')  dydx^  quand 
on  donne  kx  eXj  toutes  les  valeurs  comprises  dans  la  pro- 
jection du  solide  sur  XY,  et  variant  par  intervalles  infini- 
ment petits  dx^  dy.  Cette  expression  est  la  mesure  du  pa- 
rallélépipède ayant  pour  base  dx  dy  et  pour  hauteur  z — z'  -^ 
et  ce  volume  peut  être  substitué  à  l'élément  du  solide  qui 
e&t  compris  entre  les  quatre  faces  latérales  de  ce  parallélé- 
pipède, parce  que  la  limite  de  leur  rapport  est  l'unité.  La 
somme  de  ces  éléments  compris  entre  les  deux  plans  dont 


I04  LIVRE    III. 

la  distance  est  dx  peut  être  regardée  comme  ex[»*imée  par 


j'\z^z')dx. 


dx 

et  la  somme  de  ces  dernières  expressions,  relatives  à  tontes 
les  valeurs  de  dx^  sera  la  somme  de  tous  les  éléments 
(  z  —  -z'  )  dx  dy  du  solide,  prise  à  la  limite. 

80.  Déterminons  maintenant  Téquation  de  la  trace  du 
cylindre  circonscrit  au  corps  et  parallèle  à  Taxe  des  z. 

Soit  F{a:,  j",  z)  =  o  Téquation  de  la  surface  du  corps; 
le  plan  tangent  au  point  (x\  y',  z')  aura  pour  équation 

En  un  point  quelconque  de  la  courbe  de  contact  du  cylindre 
et  de  la  surface  donnée,  le  plan  tangent  est  parallèle  à  Taxe 

des  z,  et,  par  conséquent,  —  =  05  les  équations  de  cette 

courbe  seront  donc 

r(^,r.  «)  =  0'    7^"^°* 

Si  Ton  élimine  z  entre  ces  équations,  on  aura  sa  projection 
sur  XY,  qui  est  la  courbe  demandée.  Supposons  que  son 
équation  soit  cp  (or,  y)  =  o,  les  valeurs  de  /  qu'on  en  tirera 
seront  les  limites  de  l'intégrale  prise  par  rapport  à  y» 

Quant  aux  limites  x^^  x^  ce  sont  deux  valeurs  arbi- 
traires. Si  l'on  veut  avoir  le  volume  entier  du  corps,  ces 
limites  correspondront  aux  points  extrêmes  de  la  trace  du 
cylindre,  et  s'obtiendront  en  cherchant  les  points  de  cette 
courbe  où  la  tangente  est  parallèle  à  l'axe  des  j',  ou  encore 
les  points  de  la  surface  où  le  plan  tangent  est  perpendicu- 
laire à  Taxe  des  x\  ils  seront  déterminés  par  les  trois  équa- 


e 

L- 
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tions 

r/F  dF 

« 

Si  ron  avait  pour  objet  de  trouver  le  volume  du  corps 
qui  se  trouve  renfermé  dans  l'intérieur  du  cylindre  ayant 
ses  arêtes  parallèles  à  Taxe  des  z  et  une  base  donnée  par 
son  équation  sur  le  plan  XY,  les  limites  de  Tintégration 
par  rapport  ky  seraient  les  fonctions  de  x  que  Ton  trou- 
verait en  résolvant  cette  équation  par  rapport  à  y. 

EXEMPLE. 

Ellipsoïde,  —  L'équation  de  l'ellipsoïde  rapporté  à  ses 

axes  est 

x^       r'       z* 

z  I. 

La  section  par  un  plan  perpendiculaire  à  Taxe  des  x  est 
une  ellipse  ayant  pour  équation 

± 1 :=! 9 

X  désignant  la  distance  de  ce  plan  à  l'origine,  constante 
pour  une  même  section,  et  variable  d'une  section  à  une 
autre.  On  peut  calculer  Taire  de  la  section  au  moyen  de  la 
formule  que  nous  avons  donnée  pour  la  quadrature  de  Fel- 
lipse. 
Les  demi-axes  étant,  dans  ce  cas, 


x^ 

r' 

2» 

— 

-f- 

-j- 

— 

a? 

b^ 

C» 

/        x'  I        a^ 


l'aire  de  la  section  sera 


%hc 


(-S)' 
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ce  sera  la  valeur  de  Tintégrale  ' 


z  —  a')  dy. 


Reste  doue  à  intégrer 

ce  qui  donne 

Si  Ton  fait  Xo=z  —  a,  a:  =  a,  on  aura  le  volume  eni 
Fellipsoïde,  et  son  expression  sera  ^  izabc. 

On  voit  que  le  ^volume  de  l'ellipsoïde  est  les  deiu 
du  cylindre  droit  circonscrit,  ayant  ses  arêtes  par 
à  l'un  quelconque  des  axes. 

Si  les  axes  ne  sont  pas  rectangulaires,  les  calculs  i 
féreront  que  par  des  facteurs  constants.  Soient  X  l'ai 
Taxe  des  z  avec  Taxe  des^,  et  {jcTangle  de  Taxe  des 
le  plan  YZ.  La  section  faîte  par  un  plan  parallèle  à  Y 
pour  expression 

[z  —  z')4rsin>, 


et  le  volume  compris  entre  ce  plan  et  le  plan  înfii 
voisin  sera 


sin \f.d.K  \      [z  —  z') dy  sin ).. 


Le  volume  cherché  sera  donc  exprimé  par 


dx  \      (  z  —  3'  )  dy. 


DES    LIMITES    DE    SOMMES.  IO7 

Dans  le  cas  de  l'ellipsoïde  rapporte  à  des  diamètres  con- 
jugués 2a',  *xh\  ac',  on  trouvera  ^Tra'A'c'  sinusinX. 

Cette  expression  devant  être  égale  à  ^  Traie,  il  en  résulte 

û'i'c'sin/x  sînX  z=^ahc^  ce  qui  montre  que  le  parallélépi- 
pède  construit  sur  les  diamètres  conjugués  est  constant. 
On  voit  encore  que  le  volume  de  Fellipsoïde  est  les  deux 
tiers  de  celui  du  cylindre  circonscrit,  ayant  ses  arêtes  pa- 
rallèles à  un  diamètre  quelconque,  et  ses  bases  parallèles  au 
plan  conjugué  de  ce  diamètre.  Ce  qui  prouve  que  tous  les 
cylindres  circonscrits  de  cette  manière  à  l'ellipsoïde  sont 
é(juiualents. 

81 .  Si  l'équation  de  la  surface  qui  termine  le  corps  est 
donnée  en  coordonnées  polaires  /•,  5,  i{/,  il  est  convenable 
d'exprimer  la  différentielle  du  volume  dans  le  même  sys- 
tème. Pour  cela,  on  concevra  une  sphère  décrite  du  pôle 
comme  centre  avec  l'unité  pour  rayon,  et  Ton  partagera 
sa  surface  par  des  grands  cercles  infiniment  rapprochés, 
dont  les  plans  passent  par  Taxe  AZ  et  par  des  petits  cercles 
dont  les  plans  soient  parallèles  à  XY,  et  à  des  distances  in- 
finiment petites  les  uns  des  autres.  L'expression  générale 
des  quadrilatères  qui  composeront  la  surface  de  la  sphère 
sera  sinOdOd^.  On  concevra  ensuite  un  cône  ayant  son 
sommet  au  pôle  et  ce  quadrilatère  pour  base,  et  Ton  cher- 
cliera  le  volume  du  corps  qui  se  trouve  compris  dans  ce 
c6ne  indéfini.  La  partie  de  ce  volume  comprise  entre  deux 
sphères  ayant  pour  rayon  r  et  r  •+-  rfr  aura  pour  mesure 

r^sinOdrdOd^, 

Si  donc  on  intègre  cette  expression  par  rapport  à  r  entre  les 
deux  valeurs  r^  et  r,  relatives  aux  deux  surfaces  qui  ter- 
ininent  le  corpS)  on  aura  le  volume  du  corps  compris  dans 
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le  cône  que  Ton  a  considéré.  Sa  valeur  est 

r  et  To  sont  des  fonctions  connues  de  0  et  if.  Si  maintenant 
on  intègre  par  rapport  à  6  entre  les  deux  valeurs  relatives 
aux  limites  du  corps,  et  qui  sont  des  fonctions  connues  de  ^, 
on  aura 

(H— rj)sin0éf9. 


3  j. 


Le  résultat  de  cette  intégration  sera  une  fonction  de  «f^,  que 
Ton  intégrera  entre  les  deux  valeurs  relatives  aux  plans 
entre  lesquels  le  corps  est  renfermé. 

Si  le  pôle  est  dans  l'intérieur  du  corps,  les  limites  de  0 
sont  o  et  TT  ^  celles  de  if  sont  o  et  2  tt  5  et  la  première  limite 
de  p  est  zéro.  Le  volume  est  alors  exprimé  par 


3J0  L 


r^sinOdBd^. 


Quadrature  des  surfaces  courbes  quelconques, 

82.  D'après  ce  que  nous  avons  dit  sur  le  sens  qu'il  fallait 
attacher  à  Taire  des  surfaces  courbes,  si  nous  divisons  une 
surface  quelconque  par  des  plans  infiniment  voisins,  per- 
pendiculaires, les  uns  à  Taxe  des  x^  les  autres  k  Taxe  des/j 
chacun  des  quadrilatères  qui  composeront  la  surface,  et 
dont  la  projection  sur  XY  sera  dxdj^  pourra  être  remplace 
par  la  partie  du  plan  tangent  en  un  quelconque  des  points 
de  la  surface  de  ce  quadrilatère,  qui  aura  la  même  pro- 
jection dxdy. 

Nous  supposerons  que  ce  plan  tangent  soit  mené  au  point 
de  la  surface  qui  se  projette  en  un  des  sommets  du  qu*' 
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(Irilatère  dxdj^  et  nous  choisirons  celui  dont  Vx  est  le  plus 
petit,  ainsi  que  Vy  ^  de  sorte  que,  ces  coordonnées  étant  x^  y^ 
celles  du  sommet  opposé  soient  x  -f-  dx^  y  -^-dy.  Gela 
posé,  l'aire  d'ui^  surface  plane  étant  égale  à  sa  projection 
orthogoniale,  divisée  par  le  cosinus  de  l'angle  de  son  plan 
avec  le  plan  de  projection,  on  aura,  en  désignant  par  s  l'aire 
de  la  surface  courbe, 


r-»  —  »  ou  p,  q  étant  les  dérivées  partielles  de  la  fonction 

de  j:  et  j"  qui  représente  l'ordonnée  de  la  surface. 

Ainsi,  pour  obtenir  la  surface  qui  sc  projettera  sur  le 
plan  XY  dana  l'intérieur  d'une  courbe,  donnée  par  l'équa- 
tion cp  (a?,  j^)  ==  o,  on  cberchera  d'abord  la  partie  comprise 
entre  deux  plans  perpendiculaires  à  l'axe  des  a:,  et  distants 
l'un  de  l'autre  de  la  quantité  infiniment  petite  dx.  Pour 
cela,  on  intégrera  par  rapport  à  y,  en  considérant  x  comme 

constant,  l'expression  dxdj  \/i  -f-/?*  H-  ^*',  les  limites  de 
cette  intégrale  seront  les  valeurs  de  j^  données  par  l'équation 
j(x,  j^)  =  o.  Désignons  ces  deux  fonctions  de  x  par  j^o?  Ti- 
L'aire  comprise  entre  les  deux  plans  sera  donc  une  fonction 
de  X  exprimée  par 

dx  I       djr  sJi-^-p^-^q^. 

Sî  maintenant  on  intègre  cette  expression  par  rapport  à  or, 
entre  les  deux  valeurs  relatives  aux  limites  de  la  courbe 
f  (x,j^)  =  o  et  qui  satisferont  à  l'équation 

d:^ 

on  anra  un  résultat  qui  ne  renfermera  plus  m  x  ni  y^  et 
sera  la  mesure  de  l'aire  demandée. 
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Si  Ton  veut  avoir  la  surface  entière  d'un  corps  fini,  il 
suffira  de  prendre,  pour  Fëquation  ç(a:,  j-)  =  o,  celle  de  la 
courbe  dans  l'intérieur  de  laquelle  se  projette  le  corps,  et 
de  considérer,  successivement  ou  en  même  temps,  la  partie 
inférieure  et  la  partie  supérieure  de  la  surface.  Cette  courbe 
se  déterminera,  comme  nous  l'avons  indiqué,  dans  la  me- 
sure des  volumes. 

83.  application  à  la  sphère,  —  L'équation  de  la  sphère 

j;2  _|_  ^2  _^  32 -_  Rï 


donne 


dz  X       dz  X 

dx  z        dy  z 


h 


dr  '  .  r 

=  arc  sm 


v/R^— X'  — j»  V^R»  — 

Dans  ce  cas,  les  limites  de  y  sont 

—  V^R2  —  a:'     et      H-  sJK^—jc^i 


x* 


donc 


r  dy  ^  ^ 


v/R»  —x'  —  y 

Il  reste  donc  à  intégrer  ttR  rfo:  entre  j:  =  —  R,  j:  =  -f-  R» 
ce  qui  donne  ûttR*  pour  Texpression  de  la  surface  supé- 
rieure ;  on  trouverait  le  même  résultat  pour  la  surface  in- 
férieure, et  la  surface  totale  est  égale  à  4î^K-*- 
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CHAPITRE  Xm. 

EXEMPLES  DE  LA  DÉTERMINATION  DES  COURBES 
D'APRÈS  UNE  PROPRIÉTÉ  DE  LEURS  TANGENTES. 


84.  Premier  exemple.  —  Troux^er  la  courbe  dont  la 
sous-tangente  est  constante. 

D après  l'expression  générale  de  la  sous-tangente,  on 
anra,  en  désignant  par  a  sa  valeur  constante,  par  xely  les 
coordonnées  du  point  de  contact,  et  par  dy  la  différentielle 
de  la  fonction  qui  représente  l'ordonnée  de  la  courbe, 

dx 
-^  dy 

séparant  les  variables,  il  vient 

dx.        dy 

et,  d'après  la  règle  du  n^  72, 
d'où 

X 

icpation  de  la  logarithmique. 

Deuxième  exemple.  —  Trouver  la  courbe  dont  la  sous- 
normale  est  constante. 
Désignant  par  a  cette  valeur  constante,  on  aura 

dx 
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d'où 

ydy  =r  adx^    jr^  =  aaar  -f.  C, 

parabole  qui  a  pour  ^  axé  la  ligne  des  abscisses,  a  a  poux 
paramètre,  et  son  sommet  en  un  point  quelconque  de  l'axe 
des  X, 

Troisième  exemple.  —  Trou\fer  la  courbe  dont  la  non 
maie  a  une  longueur  constante  a. 
On  aura  dans  ce  cas  Téquation 


\r^=''* 


d'où 


^r'_û'—^'^    ^__.j_     rdy 


Les  variables  étant  séparées,  on  aura,  par  la  règle  connue. 


X  =  lii  v/a'  —  ^'  +  C,     (  ^  —  C  )*  -h  >-»  =  «*, 

cercle  dont  le  rayon  est  a,  et  qui  a  son  centre  en  un  point 
quelconque  de  l'axe  des  x. 

Quatrième  exemple.  —  Tr ouvrer  la  courbe  dont  la  tan- 
gente a  une  longueur  constante  a. 
L'équation  sera  dans  ce  cas 


s/ 


dx} 


d'où 


dx^       c^  —  y*  dy   ,- 

-— ±.        dx  =  dt~  si  a" —  r'. 


Le  second  membre  est  une  des  diflerentielles  binômes  don 
nous  avons  calculé  l'intégrale,  et  en  prenant  le  signe  iiif€ 
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rieur  nous  en  déduirons  l'équation  suivante  : 


celte  courbe  est  celle  qu'on  nomme  la  iractrice. 

Cinquième  exemple.  —  Trouy^er  la  courbe  telle,  que  le 
carré  de  l'arc  soit  proportionnel  à  l'ordonnée, 

n  est  évident  que  l'arc  et  l'ordonnée  doivent  être  nuls 
ensemble,  et  que,  par  conséquent,  l'axe  des  x  doit  passer 
par  le  point  de  la  courbe  qui  est  l'origine  des  arcs. 

En  désignant  par  s  la  longueur  de  l'arc,  la  condition 
donnée  conduit  à  l'équation 


s^=ax     ou     s  =  a^  j^  ; 

pour  éliminer  5,  différentions  les  deux  membres ,  il  vient 

ds-zzz  -  a"* y   ^  dy  z=:  \j dx^ -\- dy^ -^ 

d*oii 


j-dy^=dx^^dy\ 


CL,  par  suite, 


=^''  Sjvr 


dxz=dr  i  /  -; I . 


Cette  relation  est  identique  à  celle  que  donnerait  une  cy- 

doïde  dont  le  cercle  générateur  aurait  pour  diamètre  7^5  et 

4 
dont  la  tangente  au  sommet  serait  l'axe  des  x. 

Ou  retrouverait,  au  reste,  l'équation  finie  de  la  cycloïde 

en  intégrant  les  deux  membres  de  l'équation  précédente. 

Sixième  exemple.  —  Tromper  l'équation  d'une  courbe 
\     iont  toutes  les  normales  soient  tangentes  à  une  courbe 
donnée. 

Cah.  inf.  /).—  U.  8 
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La  courbe  à  laquelle  les  normales  d'une  courbe  quel- 
conque sont  tangentes  étant  la  développée  de  cette  der- 
nière, on  voit  que  le  problème  consiste  à  trouver  la  déve- 
loppante de  la  courbe  donnée. 

Soient  x\y'  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la 
courbe  cherchée,  dx' ^  tf^' leurs  différentielles,  a,  6  les  coor- 
données du  point  correspondant  de  la  courbe  donnée  dont 
Téquation  est 

{!)  F(a,6)  =  o. 

La  normale  aura  pour  équation 

puisqu'elle  passe  au  point  (a,  6),  on  aura 

et,  comme  elle  est  tangente  à  la  courbe  (i),  il  s'ensuit 


(2)  ^,:^-_-^, 


dy'  doL 

d^  ~"  ~"  56 


ce  qui  change  l'équation  précédente  en  celle-ci 

(3)  a-.r'-.(6~j')  J=ro. 

Entre  les  équations  (i),  (2),  (3),  si  l'on  élimine  a,  6  après 

doL 

avoir  remplacé  —  par  sa  valeur  en  a,  6  que  donnera  la  dif' 

férentiation  de  l'équation  (i),  on  aura  une  équation  entr^ 

dy' 
x\  y'  et  -^7  appartenant  à  la  développante.  Ce  calcul  est  1^ 

eue 

même  que  celui  auquel  nous  avions  été  conduits  dans  1  ^ 
théorie  des  développées.  Nous  allons  l'effectuer  dans  le  ca^ 
particulier  du  cercle. 

Développante  du  cercle,  —  L'équation  (i)  devient,  dan^ 
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ce  cas, 


d'où 

dcf.  6 

d&  a 


afl?a -H- 6dîS=:  o,      -^  — , 


l'équatioa  (3)  devient,  en  supprimant  les  accents, 
et  l'équation  (a)  sera 

réiimination  de  a  et  S  conduit  à  Téquation  suivante  : 

Soient  (fig'  4)  B  le  point  du  cercle  à  partir  duquel  on 
fait  le  développement,  M  un  point  quelconque  de  la  dévelop- 
pante et  T  le  point  correspondant  du  cercle,  on  aura 

TM=:arcBT; 

si  l'on  désigne  l'arc  BM  par  s  et  AM  par  r,  on  aura 

H^rx^-f-J^v     rdrz=:xdx  -^ ydfy     dx^ -{- dj"^  z=  ds^ ; 

l'équation  (4)  devient  alors 

rdr^^  ads. 

Les  variables  r  et  5  étant  séparées,  si  l'on  intègre  les  ^eux 
membres,  après  les  avoir  doublés,  on  obtient 

r^  =  2a5  -î-  €• 

La  constante  C  se  déterminera  par  la  condition  que,  pour 
f  =  0,  on  ait  /*  =  a\  ce  qui  donne  C  =  a^,  et,  par  suite. 

Cette  propriété  remarquable  en  fait  connaitre  une  autre, 

8. 
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en  observant  que  r*  =  a*H-TM  =a*4-BT  5  en  e 
on  déduit  de  là,  entre  les  arcs  BT  et  BM  ou  s^  la  rela 
très-simple  . 

BT  =^as. 

L'équation  (4)  peut  être  transformée  en  coordonnées 
laires.  En  désignant  l'angle  MAX  par  d,  on  aura 

d'où 

dr 


dB=  —  Jr^—  a^; 
ar 

en  intégrant  les  deux  membres,  on  obtient 

T     i —  .    a 

0  =  -  sJr^—  à*  -f-  arc  sm  — h  C, 

et,  comme  on  doit  avoir  en  même  temps 

6  =  0,     r  z=z  a, 


il  en  résultera 


1  ' 


et  l'équation  de  la  développante  deviendra 


a 


(5)  ô  =  -  V^*—  «'  —  arecos  - 

u  r 

C'est  ce  qu'on  déduirait  immédiatement  de  la  figure 
observant  qu'on  a  a=TAX  —  TAM,  ce  qui  n'est  a 
cbose  que  l'équation  (5). 

L'équation  précédente  ax  4-  6j^  =  «"  nous  redonne] 
comme  nous  l'avons  vu  dans  la  théorie  des  développ 
l'équation  de  la  développante  en  coordonnées  rectan^ 
Mais  on  peut  la  déduire  de  l'équation  (5)  que  l'on  me 
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d'abord  sous  la  forme 


arc  ces 

r       a 


a        I     / 


d'où  Von  tirera,  en  prenant  les  cosinus  des  deux  membres, 
-  =  COS0  ces  -  ^r»  —  à^  4-  sin  9  sin  -  ^/^^  —  a'; 


a  a 


.r 


remplaçant  cosô  par  -?  sin0  par  -  et  /*  par  x^  -^-y'^^  on 

obtient  enfin  l'équation  déjà  trouvée  de  la  développante  du 

rerde 

I     . .     r     / 

xcos-  ^^*-h  J*^ —  a}  -f- jsm  -  ^x-  -f-j' —  a'  =  û, 

que  l'on  obtiendrait  directement  en  projetant  l'abscisse  et 
l'ordonnée  du  point  M  sur  le  rayon  AT. 


>— « 
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INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES. 


>—« 


Dans  les  questions  que  nous  avons  traitées  jusqu'ici,  nous 
avons  eu  occasion  de  reconnaître  qu'il  était  souvent  plus 
facile  de  trouver  la  dérivée  d'une  fonction  que  cette  fonc- 
tion elle-même ,  et  que  cela  tenait  non-seulement  à  ce  que 
l'expression  de  la  dérivée  se  trouvait  être  plus  simple  en 
elle-même  que  celle  de  la  fonction ,  mais  encore  parce  que 
sa  recherche  était  facilitée  par  le  droit  qu'on  a  de  négliger 
certaines  quantités  qui  n'influent  pas  sur  les  résultats  du 
calcul,  et  en  embarrasseraient  considérablement  la  marche. 

Toutes  les  fois  qu'on  ne  peut  calculer  directement  une 
fonction,  et  que  l'on  peut  parvenir  à  l'expression  de  sa  dé- 
rivée au  moyen  de  la  variable  indépendante,  la  question  est 
ramenée  au  problème  de  calcul  que  nous  avons  traité  précé- 
demment, et  qui  consiste  à  remonter  de  la  dérivée  à  la  fonc- 
tion. Mais  il  n'arrive  que  trop  souvent  que  la  dérivée  elle- 
même  ne  peut  s'exprimer  imnédiatement  au  moyen  de  la 
variable  indépendante,  et  que  les  données  du  problème  con- 
duisent seulement  à  une  équation  où  la  fonction  se  trouve 
mêlée  à  une  ou  plusieurs  de  ses  dérivées,  en  même  temps 
qu'à  la  variable  indépendante.  On  a  alors  ce  que  l'on  ap- 
pelle une  équation  diiférentielle ,  et  la  difficulté  se  trouve 
considérablement  augmentée.  Elle  l'est  plus  encore  lorsque 
l'on  a  plusieurs  fonctions  inconnues  d'une  même  variable, 
mêlées  à  cette  variable  et  à  leurs  dérivées  respectives  dans 
un  nombre  égal  d'équations.  Elle  l'est  bien  plus  enfin  lors- 
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qu*îl  s'agît  de  fonctions  de  plusieurs  variables  indépen- 
dantes, et  qu'on  a  des  équations  entre  ces  fonctions ,  leurs 
dérivées  partielles  et  les  variables.  Et  il  est  facile  de  pré- 
voir que  ces  questions,  inverses  de  celles  de  la  différentia- 
tîon,  doivent  se  présenter  à  chaque  instant. 

Dans  la  Géométrie,  par  exemple,  les  considérations  de  tan- 
gentes, de  courbure,  de  développées,  etc.,  dépendent  des 
dérivées  des  coordonnées  au  moyen  de  formules  connues. 
D'où  il  suit  que  toutes  les  fois  qu'on  voudra  déterminer  une 
courbe  par  des  conditions  dépendant  de  sa  tangente,  de  son 
rayon  de  courbure,  etc.,  si  l'on  admet,  en  outre,  qu'on  par- 
vienne à  exprimer  ces  conditions,  on  n'obtiendra  pas  autre 
chose  que  des  équations  différentielles  5  et  alors  se  présente 
ce  problème  d'Analyse  :  «  Etant  donnée  une  équation  entre 
»  une  fonction,  la  variable  dont  elle  dépend  et  plusieurs 
»  de  ses  dérivées  par  rapport  à  cette  variable,  déterminer 
»  cette  fonction.  » 

Souvent  aussi  les  dérivées  ne  se  présentent  pas  d'elles- 
mêmes  dans  l'expression  des  conditions  données,  et  on 
cherche  à  les  introduire  dans  l'espoir  de  trouvera  cela  moins 
de  difficulté  qu'à  introduire  la  fonction  elle-même.  Si  l'on 
y  parvient,  la  question  est  ramenée  au  même  problème  de 
calcul  sur  une  et  quelquefois  plusieurs  équations  différen- 
tielles. Les  questions  de  Mécanique  conduisent  presque  tou- 
jours à  ce  même  problème,  parce  que  la  vitesse  et  la  force  ' 
motrice  dans  le  mouvement  d'un  point  matériel  s'expriment 
d'une  manière  générale,  au  moyen  des  dérivées  de  ses  coor- 
données par  rapport  au  temps.  Il  résulte  de  là  que  si  le  mou- 
vement d'un  point  est  connu,  c'est-à-dire  si  ces  coordonnées 
sont  données  en  fonction  du  temps,  on  peut,  par  de  simples 
différentiations,  déterminer  la  force  qui  produit  ce  mouve- 
ment 5  mais  si,  comme  cela  arrive  le  plus  ordinairement,  on 
suppose  la  force  donnée,  et  qu'on  cherche  à  en  déduire  le 
mouvement,  ou  se  trouve  ramené  à  ce  même  problème  gé- 
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néral,  inverse  de  celui  du  Calcul  diflférentîel,  et  qui  a  pour 
objet  de  déterminer  des  fonctions  d'après  des  équations  où 
elles  sont  engagées  d'une  manière  donnée  avec  leurs  déri- 
vées et  les  variables  indépendantes. 

Des  questions  physiques  où  il  n'entre  aucune  considéra- 
tion de  forces  peuvent  encore  ramener  à  ce  même  problème 
d'Analyse.  Ainsi,  lorsque  l'on  connaît  à  un  cert,ain  instant 
les  températures  de  tous  les  points  d'un  corps,  on  peut  ex- 
primer, au  moyen  des  dérivées  partielles  de  la  température, 
par  rapport  aux  coordonnées,  le  flux  de  chaleur  qui  traverse 
un  élément  plan  infiniment  petit,  dans  une  direction  quel- 
conque et  en  un  point  quelconque.  Or  on  a  pu  déduire  de 
l'expression  générale  de  ce  flux  l'élévation  de  température 
qae  subit  un  élément  infiniment  petit  du  corps  dans  un 
temps  infiniment  petit,  en  négligeant  toutefois  des  quan- 
tités infiniment  petites  par  rapport  à  cette  élévation.  On 
connaît,  par  suite,  la  dérivée  partielle  de  la  température 
par  rapport  au  temps,  et  l'on  a  ainsi  une  équation  entre  cette 
dérivée  et  les  dérivées  de  la  même  fonction  par  rapport  aux 
coordonnées.  Le  problème  de  la  détermination  de  la  tempé- 
rature des  divers  points  du  corps  à'  une  époque  quelconque 
«'est  donc  trouvé  ramené  à  l'intégration  d'une  équation 
entre  une  fonction  de  plusieurs  variables  indépendantes  et 
plusieurs  de  ses  dérivées  partielles.  On  conçoit  donc  de  quel 
intérêt  il  serait,  pour  le  progrès  des  sciences  mathématiques 
pures  ou  appliquées,  de  résoudre  le  problème  général  de 
l'intégration  des  équations  diflerentielles.  On  ne  le  peut 
malheureusement  encore  que  dans  des  cas  bien  restreints  ^ 
et  c'est  cette  étude  qui  va  nous  occuper  maintenant,  en  li- 
ndtant  toutefois  les  théories  à  ce  qu'elles  ont  de  plus  élé- 
mentaire et  de  plus  essentiel. 
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CH4PITRE  PREMIER. 

DES  INTÉGRALES  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 

D'ORDRE  QUELCONQUE. 


85.  Intégrer  une  équation  différentielle  entre  deux  va- 
riables X  etj^,  c'est  trouver  toutes  les  valeurs  à^j  en  fonc- 
tion de  X  qui  y  satisfont;  ou,  en  d'autres  termes,  c'est  trou- 
ver une  équation  entre  x  el  y  qui  soit  une  conséquence  de 
la  proposée,  et,  réciproquement,  dont  celle-ci  soit  une  con- 
séquence. 

Sous  le  point  de  vue  géométrique,  c'est  trouver  toutes 
les  courbes  dont  les  coordonnées  et  leurs  rapports  diflféfen- 
tiels  des  divers  ordres  satisfont  à  cette  équation. 

Considérons  l'équation  générale  de  l'ordre  m,  c'est-à-dire 
celle  où  m  est  l'indice  de  la  dérivée  de  l'ordre  le  plus  élevé 
qui  y  entre,  quelles  que  soient  d'ailleurs  les  puissances  dont 
ces  dérivées  soient  affectées.  Soit  cette  équation 


(0  F  ( 


dy    d^y  d'^y 


d"^  Y  dy  d"*"^^  Y 

Elle  détermine  — -^  en  fonction  de  a:,  r ,  ~  v  ?  -; — 't  \  et  si 

on  la  différentie  successivement,  les  rapports  différentiels 

- — -~i  ^ — TT'-"  seront  déterminés  en  fonction  des  mêmes 

quantités. 

Toute  fonction  de  x  peut,  en  général,  être  développée  en. 
série,  au  moyen  des  théorèmes  de  Taylor  ou  de  Maclaurin. 
Le  premier  est  moins  sujet  aux  exceptions,  parce  qu'ouL 
peut  choisir  la  valeur  de  x  qui  entre  dans  les  coefficients, 
de  telle  sorte  qu'aucun  d'eux  ne  devienne  infini.  Dans  ce 
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cas,  la  série  sera  nécessairement  convergente  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  comprises  entre  certaines  limites  détermi- 
nées, et  quelquefois  même  pour  toute  valeur  de  x. 

Soit  donc  j  la  valeur  la  plus  géuérale  qui  satisfasse  à 
1  équation  (i).  Si  on  la  suppose  développable  d'après  la  for- 
mule de  Maclaurin, 

,^    ,  =^'-^(£).--^@).^^-- 

\€;tr^'~'  Jo  1.2.  .  .(/72  — l)        *     ** 

et  si  Ton  remplace  tous  les  coefficients  à  partir  de  celui  de 
Jf  par  leurs  valeurs  en  fonction  des  précédents,  détermi- 
nées comme  nous  Pavons  dit,  la  fonction  cherchée  sera  né- 
cessairement comprise  dans  celles  que  représente  ce  déve- 
loppement, puisque  Ton  n'aura  exprimé  que  des  conditions 
auxquelles  elle  doit  satisfaire.  Et,  réciproquement,  la  fonc- 
tion ainsi  déterminée  satisfait  nécessairement  à  Téquation 
différentielle;  car,  si  l'on  diiférentie  m  fois  les  deux  mem- 
bres de  l'équation  (2),  on  obtient  précisément  le  dévelop- 

pement  de  l'équation  (i)  résolue  par  rapport  à  -7^' 

L'équation  (2)  donnerait  donc  la  solution  complète  de  la 
cjuestion,  si  toutes  les  valeurs  de  y  étaient  développables  de 
cette  manière  ;  mais,  dans  tous  les  cas,  il  ne  peut  manquer 
que  celles  pour  lesquelles  certains  coefficients  différentiels 
cesseraient  d'être  finis  et  déterminés ,  pour  la  valeur  parti- 
culière .r  =  o. 

86.  Si  l'on  avait  développé,  d'après  le  théorème  de  Tay- 
lor,  suivant  les  puissances  de  a:  —  0:0,  on  aurait  eu  comme 
conséquence  de  l'équation  (i) 

Xdaf'-']^  i.2...(w  — i)  """*  "' 
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les  coefficients  ëtant  toujours  déterminés  à  partir  de  l'ordre 
m,  au  moyen  de  Téquatîon  (i),  et  se  rapportapt  k  x  =  x%*^ 
et,  réciproquement,  l'équation  (i)  se  déduirait  de  celle-cî 
par  m  différentiations  successives. 

La  valeur  arbitraire  x^  pourrait  bien  être  choisie  de  ma- 
nière qu'aucun  coefficient  de  la  série  ne  devint  infini, 
si  ces  coefficients  ne  dépendaient  que  de  Xo  *,  mais  comme 
ils  renferment  encore  la  valeur  correspondante  de  y  et  de 
ses  dérivées,  il  pourra  arriver  qu'une  certaine  fonction 
y  =  (j)(j:),  tout  en  satisfaisant  à  l'équation  diflférentîelle, 
rende  infinis  ou  indéterminés  certains  coefficients  du  déve^ 
loppement,  quel  que  soit  Xq  :  nous  en  donnerons  bientôt 
un  exemple. 

On  voit  par  là  que  les  formules  (2)  et  (3)  peuvent  ne  pas 
renfermer  toutes  les  fonctions  qui  satisfont  à  l'équation  (1). 
Il  est  inutile  de  dire  que  ces  deux  formules  coïncident 
lorsque  toutes  les  solutions  sont  développables  au  moyen 
de  l'une  et  de  l'autre,  puisqu'elles  représentent  alors  identi- 
quement les  mêmes  fonctions.  Dans  les  limites  où  elles 
sont  suffisamment  convergentes,  elles  peuvent  servir  à  don- 
ner, par  approximation,  la  valeur  de  la  fonction  cliercbée. 
On  donne  le  nom  à! intégrale  générale  de  l'équation  (i)  à 
l'équation  (3),  dont  l'équation  (2)  n'est  qu'un  cas  particu- 
lier correspondant  à  x©  =  o. 

L'équation  (3)  satisfaisant  à  l'équation  proposée,  quelles 
que  soient  les  valeurs  des  m  premiers  coefficients,  jr^, 

(  -~  )  V  •  î  (      ^  Jl'  )  1  puisqu'ils  disparaissent  au  moyen  des 

m  diflTérentiations  qui  conduisent  de  l'équation  (3)  à  la  pro — 
posée,  nous  en  conclurons  que  l'intégrale  générale  d  un^ 
équation  différentielle  de  l'ordre  m  renferme  nécessaire- 
ment  m  constantes  arbitraires  qui  sont  les  valeurs  de  la 
fonction  et  de  ses  m  —  i  premières  dérivées ,  correspon- 
dant à  une  valeur  de  x  prise  à  volonté. 
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87.  Il  est  facile  de  démontrer  réciproquement  que  toute 
équation  entre  x  et  y  qui  satisfera  à  Féquation  différen- 
tielle, et  renfermera  m  constantes  arbitraires,  est  identique 
avec  l'intégrale  générale  représentée  par  le  développe- 
ment (3  ).  En  effet,  si  Ton  conçoit  qu'on  développe,  suivant 
les  puissances  de  or,  la  valeur  dey  donnée  par  cette  équation, 
les  m  premiers  coeflScients  renfermeront  Xq  et  les  m  con- 
stantes arbitraires,  et  pourront  prendre  toutes  les  valeurs 
possibles,  en  choisissant  convenablement  ces  constantes, 
^elle  que  soit  d'ailleurs  la  valeur  qu'on  prenne  pour  Xq'^ 
ils  peuvent  donc  être  %  regardés  comme  entièrement  arbi- 
traires, et  comme  les  suivants  en  dépendent,  d'après  l'équa- 
tion (i),  le  développement  ne  différera  pas  de  celui  que 
donne  l'équation  (3).  D'où  résulte  cette  importante  propo- 
sition, que  toute  équation  entre  x  et  y  qui  satisfait  à  une 
équation  différentielle  de  V ordre  m  en  est  V intégrale  gé^ 
nérale  lorsqu'elle  renferme  m  constantes  arbitraires,  au 
moyen  desquelles  il  soit  possible  de  donner  des  valeurs  ar- 
l)itraires  à  la  fonction  et  à  ses  m  —  i  premières  dérivées, 
jK>ur  une  certaine  valeur  de  x. 

88.  La  dernière  condition  exprimée  dans  cette  proposi- 
tion est  indispensable,  parce  qu'une  équation  peut  renfer- 
mer m  constantes  susceptibles  d'être  réduites  à  un  moindre 
nombre  par  des  transformations.  Ainsi,  lorsqu'on  voudra 
s'assurer  si  cette  équation  constitue  l'intégrale  générale, 
il  faudra  la  différentier  m  —  i  fois,  et  chercher  si  l'on  peut 
donner  aux  m  constantes  des  valeurs  telles,  que,  pour  une 
valeur  donnée  de  x^  on  en  puisse  tirer  des  valeurs  arbi- 
traires dej^  et  de  ses  m  —  i  premières  dérivées.  Et  pour  cela 
il  suffira  de  reconnaître  si  les  m  équations  peuvent  être  ré- 
solues par  rapport  aux  m  constantes,  sans  qu'il  en  résulte 
aucune  absurdité  :  car  alors ,  pour  une  valeur  quelconque 
4e  X,  on  pourra  choisir  arbitrairement  ^  et  ses  m —  i  pre- 
:nières  dérivées. 
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Si,  par  exemple,  on  avait  trouvé  qu'une  équation  du  se- 
cond ordre  fût  satisfaite  par  la  valeur 

C,  C  étant  des  constantes  arbitraires,  on  en  tirerait 

€iX 

or,  quelque  valeur  finie  que  Ton  donne  à  x^  ces  deux  équa- 
tions donnent  des  valeurs  finies  pour  C  et  C,  si  Ton  n'a  pas 
a  =  a! .  D*où  il  suit  q^e,  si  a'  est  diiSTérent  de  a,  la  valeur 
trouvée  de  y  est  l'intégrale  générale. 

Si  l'on  avait  obtenu  une  solution  de  cette  forme 

j  rzL-  C  ^vaax  -f-  C cosax, 

on  en  déduirait 

dr 

-~  zir  aCcosâo?  —  aC'sinax; 

d'où  Ton  tirerait  toujours  des  valeurs  finies  pour  C  et  C, 
pourvu  que  a  ne  fût  pas  nul;  la  valeur  de  y  serait  donc 
encore  l'intégrale  générale. 

U  en  sera  de  même  pour  une  expression  de  la  forme 

^=-r  Csin(^-f-û)  -4-C'sin(^  -1-  «'); 

si  on  la  différentie ,  et  qu'on  prenne,  pour  plus  de  simplL 
cité,  Xo  =  o,  on  trouve 

j„  rr=  C  sinû  -f-  C  sina', 

(— -  )  r=r  C  cos^^  ^-  C'cosû', 

et  l'on  tirera  de  là  des  valeurs  finies  pour  C  et  C,  si  X 
n'a  pas 

sina  CCS  a'  —  sina'  ces  a  --=:  o, 


ou 


j 


==  C  cosa  -4-  C'cosa'-4-  C'cosa", 

0 
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n  étant  un  nombre  entier.  La  valeur  de  y  sera  donc  Tinté - 
grale  générale,  excepté  dans  ce  cas  particulier. 

Mais,  si  l'on  trouvait  pour  solution  d'une  équation  du 
troisième  ordre 

j  =  C  sin{x  -h  a)  -f-  C'sin(^  -l-  a')  -f-  C"sin(x  -4-  a")^ 
en  différentiant  deux  fois,  puis  faisant  j:  ==  o,  on  aurait 

jo  =  C  sina  4-  C  sine'  -f-  C'sinû", 

\di] 
— /^\  =Csin«-4-C'sina -hCsinû". 

Or,  la  première  et  la  troirième  de  ces  dernières  équations 

yY  )   indépendants 

l'un  de  l'autre,  on  voit  qu'il  est  impossible  de  déterminer 
les  trois  constantes,  de  manière  que  y  et  ses  deux  premières 
dérivées  aient  des  valeurs  quelconques  pour  j:  =  o  ^  donc  la 
valeur  de  j*  n'est  pas  l'intégrale  générale.  Et  il  est  facile  de 
voir  dans  cet  exemple  que  les  constantes  pouvaient  être  ré- 
duites à  deux;  car,  en  développant  les  sinus,  on  trouve 

y=i{C  cosa  -f-  C'cosû'-I-  Ccosa")  sina: 

H-  (C  sinû  4-  C sin  a' -h  C" sina")  ces j:, 

et  la  valeur  de  y  ne  renferme  réellement  que  deux  con- 
stantes arbitraires,  qui  sont  les  coefficients  de  sinx  et 

cosa:. 

89.  Lorsque,  dans  l'intégrale  générale  d'une  équation, 
on  donne  des  valeurs  particulières  à  une  ou  plusieurs  des 
constantes  arbitraires  qu'elle  renferme,  cette  solution  se 
nomme  une  intégrale  particulière. 


ia8  LIVRE    IV. 

Lorsqu'on  satisfait  à  une  équation  dififérentielle  au 
moyen  d'une  équation  qui  n'est  pas  renfermée  dans  l'inté- 
grale générale,  on  a  ce  que  l'on  appelle  une  solution  sin- 
gulière, ou  une  intégrale  singulière. 

Il  faut  alors,  comme  nous  l'avons  déjà  remarqué,  que 
des  coeflScients  du  développement  (3)  deviennent  infinis, 
ou  indéterminés,  quel  que  soit  Xq^  et  par  conséquent  lors- 
qu'on le  remplace  par  la  variable  x.  Et  comme  ces  coeffi- 
cients ne  renferment  que  des  dérivées  d'ordre  inférieur  à  m, 
il  en  résulte  que  la  valeur  j^  =-•  y  (a:),  qui  constitue  une  so- 
lution singulière  d'une  équation  diiférentielle  de  l'ordre  m, 
doit  satisfaire  en  même  temps  à  cette  équation  et  à  une 
autre  équation  différentielle,  d'un  ordre  inférieur,  dans  la- 
quelle il  n'entre  aucune  constante  arbitraire. 

Si,  par  exemple,  l'équation  proposée  est  du  premier  ordre, 
les  solutions  singulières  ne  pourront  être  données  que  par 
des  équations  entrer  eXj  sans  constante  arbitraire;  et,  par 
conséquent,  une  solution  renfermant  une  constante  arbi- 
traire ne  pourra  être  que  l'intégrale  générale. 

Mais  si  l'équation  proposée  était  d'un  #rdre  supérieur 
au  premier,  la  solution  singulière  serait ,  en  général ,  une 
équation  différentielle,  d'un  ordre  inférieur  d'une  unité, 
qui  donnerait  une  intégrale  renfermant  des  constantes  arbi- 
traires. On  voit  donc  que  les  solutions  singulières  des  équa- 
tions dillérentielles  de  l'ordre  m  peuvent  être  données  par 
des  équations  entre  x^  y  elm  —  i  constantes  au  plus.  On 
ne  peut  donc  toujours  conclure  de  la  présence  de  constantes 
arbitraires  qu'une  solution  est  une  intégrale  particulière 
et  non  une  solution  singulière. 

90.  Nous  allons  maintenant  donner  un  exemple  du  cas 
annoncé  dans  le  n°  86.  Considérons  Téquation  différentielle 

dy  -1. 
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On  en  tire,  par  des  difierentiations  successives, 

{y -'Y 

et  l'on  trouTera,  en  employant  la  formule  (a  ), 


On  reconmait  facilement  qu'en  posant 


X^     -4- . .  • 


2       I 

3^.'=^. 


Cette  équation  se  réduit  à 

3. 

^t  cette  valeur  #e  trouverait  directement,  en  posant,  dans 
l 'équation  proposée,  y  —  x=^  z^  ce  qui  la  réduirait  à 


dz         1 

—  -H  z»  =  o, 


CÎ*(m 


3 


dz=-r-djc; 


intégrant  les  deux  membres,  et  ajoutant  une  constante  ar- 
l)itraire  c  à  Tun  d'eux,  on  aura  • 


3   l 

2 


d'où 


=  (|)'(c-x)^     on    j'  =  *+Y|y(c-«f. 
CaJcti/  </>/.  D.—  n.  9 
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Cette  équation  donne  identiquement  les  mêmes  solutions 

que  la  proposée,  pourvu  qu'il  ait  été  permis  de  diviser  par  z  * , 
ce  qui  exige  que  z  qm  y  —  a:  ne  soit  pas  zéro.  Si  donc 
y  —  a:  =  o  ne  peut  satisfaire  à  la  proposée,  l'équation  (a) 
en  donnera  toutes  les  solutions  -,  mais,  A  y  —  j:  n:  o  y  satis- 
faisait, il  y  aurait  des  solutions  qui  pourraient  ne  pas  être 
renfermées  dans  Téquation  (a)  \  et,  en  êflTet,^  —  a:  =  o  ne 
satisfait  pas  à  cette  dernière,  quelque  valeur  que  Ton  4onne 
à  la  constante  arbitraire,  et  satisfait  cependant  à  la  pro- 
posée. Elle  est  donc  ce  que  nous  avons  nommé  solution  sin- 
gulière. 

Cette  solution  n'étant  pas  renfermée  dans  l'intégrale  gé- 
nérale, voyons  ce  que  deviennent  les  coefficients  du  déve- 
loppement le  plus  général  de^,  donné  par  la  formule  (3). 

Or  il  est  évident  que,  si  Ton  fait  y  =  x^  tous  les  coeffi- 

cients  différentiels,  à  partir  de  -r-^j  deviennent  infinis:  et 

si  Ton  n'avait  pas  supprimé  le  facteur  commun  [y — x)* 
aux  deux  termes  de  la  valeur  de  ~^^  elle  S9serait  présentée 

sous  la  forme-- 

o 

Cet  exemple  montre  qu'il  peut  arriver,  comme  nous  l'a- 
vions annoncé  précédemment,  qu'une  valeur  de  j^  en  a: 
satisfaisant  à  une  équation  différentielle,  et  développable 
suivant  les  puissances  de  x,  ne  donne  cependant  pas  un 
développement  possible  en  partant  de  l'équation  différen- 
tielle proposée,  et  que,  par  conséquent,  on  ne  peut  ré* 
pondre  que  l'intégrale,  dite  générale,  renferme  toutes  les 
solutions  de  l'équation  proposée;  ou,  en  d'autres  termes, 
qu'il  n'existe  pas  de  solutions  singulières. 

91 .  S'il  arrive  que  Tune  des  équations  obtenues  par  la 
dîfférentiation  de  la  proposée  soit  décomposable  en  deux 
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facteurs  dont  l'un  soit  d'un  ordre  inférieur  à  l'autre,  et 
qu'on  égale  à  zéro  celui  de  l'ordre  le  moins  élevé,  on  obtient 
ane  équation  de  plus  entre  les  dérivées  déjà  considérées  ;  il 
y  aura,  par  conséquent,  une  arbitraire  de  moins  dans  ci' 
développement  de  y^  qui,  en  général ,  ne  sera  pas  compris 
dans  l'autre  développement  qui  renferme  m  constantes  ar- 
bitraires. 
Considérons  comme  exemple  l'équation 


(I)"  -  ^ 


dr 


On  trouve,  en  la  différentiant, 


(   dy        \  d^r 


En  considérant  le  facteur  du  second  ordre,  on  aura,  par 
des  diiTérentiations  successives, 

d^Y  _ 

«équation  (b)  donnera  en  conséquence,  par  le  développe- 
iKient  de  Maclaurin, 

^  considérant  maintenant  le  facteur  du  premier  ordre,  on 
trouve 

dy  X       d^Y  I         d^Y 

Mms  il  faut  observer  que  y^  n'est  plus  arbitraire,  parce 
qu'on  a  deux  équations  entre  x^  j^-j-t  et  qu'on  en  tire, 
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Ou  a  doiic,  pour  j^,  la  valeur  suivante  sans  constante  ari)i- 


traire  : 


22' 


laquelle  n'est  pas  comprise  dans  l'intégrale  qui  renferme 
une  constante  arbitraire,  et,  par  conséquent,  est  une  solu- 
tion singulière. 

Autre  moyen  de  déterminer  les  intégrales  des  équations 

différentielles . 

92.  Au  lieu  de  fair«  servir  l'équation  différentielle  à  la 
détermination  des  coefficients  du  développement  de  l'inté- 
grale, on  peut  l'employer  à  calculer,  avec  autant  d'approxi- 
mation que  Ton  voudra,  les  accroissements  successifs  de  la 
valeur  dej^,  et,  par  suite,  cette  valeur  elle-même.  On  n'aura 
pas  ainsi  l'expression  de  y  au  moyen  de  a:,  mais  autant  de 
valeurs  approchées  que  Ton  voudra  5  en  d'autres  termes, 
on  connaîtra  approximativement  autant*  de  points  qu'on  « 
voudra  de  la  courbe  représentée  par  l'équation  que  ron  l 
cherche. 

Considérons  d'abord  l'équation  du  premier  ordre,  que 
Ton  peut  toujours  supposer  mise  sous  la  forme 

Si  l'on  se  donne  à  volonté  la  valeur  j^o  correspondam 
à  un  :r  arbitraire  x^^  l'équation  donnera  l'accroissement    - 
que  prend  y  quand  x  devient   Xo  -+-  a  5   sa  valeur  sera 
dj  c=-¥  {xçi^  jfi)  OL^  en  négligeant  toutefois  les  quantités  da 
second  ordre  en  a.  Désignant  par  a:',  y'  ces  deux  nouvelles 
valeurs  de  x  et  j^,  l'accroissement  de  y'  relatif  à  un  ac— 
croissement  a  de  x'  aura  pour  valeur 
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en  négligeant  encore  les  quantités  du  second  ordre,  ainsi 
que  l'erreur  encore  plus  petite  provenant  de  la  valeur  de^ 
dans  laquelle  on  a  négligé  une  quantité  du  second  ordre. 
Eu  continuant  ainsi,  et  négligeant  toujours  les  quantités 
du  second  ordre  en  a,  on  aura  autant  de  valeurs  que  Ton 
voudra  dej^,  ou  autant  de  points  qu'on  voudra  de  la  courbe 
qui  satisfait  à  l'équation  différentielle,  et  passe  par  le  point 
arbitraire  dont  les  coordonnées  sont  Xo,  Yo»  On  voit  par  là 
qu'une  équation  du  premier  ordre  a  une  infinité  d'inté- 
grales qui  ne  diffèrent  les  unes  des  autres  que  par  la  valeur 
d'une  constante,  qui  est  Vy  correspondant  à  une  valeur 
de  X  choisie  arbitrairement.  L'expression  générale  de  y, 
résultant  des  calculs  précédents,  est 

le  nombre  des  termes  à  prendre  dépendant  de  la  valeur  de  x 
que  l'on  considère  ^  et  l'on  aurait  sans  erreur  la  valeur  de  y 
en  fonction  de  x^  si  l'on  pouvait  trouver  la  limite  vers  la- 
quelle tend  la  somme  de  w  -h  i  termes  de  cette  suite,  en 
supposant  noL  =  x  —  Xq^  et  a  décroissant  indéfiniment. 

93.  Il  est  à  remarquer  que  cette  manière  de  déterminer 
les  diverses  intégrales  de  l'équation  différentielle  s'applique 
a  toutes  les  solutions  :  les  intégrales  particulières  et  les  in- 
tégrales singulières  s'y  trouvent  également  comprises,  ce 
qui  n'a  pas  lieu  dans  les  autres  méthodes. 

On  procéderait  d'une  manière  semblable  si  l'on  avait  à 
intégrer  une  équation  du  second  ordre,  dont  la  forme  peut 
toujours  être  supposée  réduite  à  celle-ci  : 

g=r(.,.,|)    „.   .|  =  r(„.,|)^. 

On  se  donnerait  arbitrairement  les  valeurs  j^,  (  ^  )  c 


cor- 
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respondant  à  Xo^  et  l'équation  ferait  connaître  Faccrois- 
sèment  de  —  relatif  à  l'accroissement  a  àe  xi  on  aurait 

ainsi  la  valeur  de  ^  correspondant  à  jCo  H-  a  ^  d'ailleurs 

Taccroissement  de  y  serait  connu  ^  puisqu'on  donne  —-• 
On  connaîtrait  donc,  pour  la  valeur  Xq  h-  a,  les  valeurs  cor- 

respondantes  de  j"  et  —  ?  et  Ton  répéterait  indéfiniment 

cette  opération.  On  voit  par  là  qu'il  y  a  deux  constantes  ar- 
bitraires dans  l'intégrale  d'une  équation  du  second  ordre. 
Le  procédé  que  nous  venons  de  suivre  ife  fait  connaître  que 
par  approximation  les  valeurs  des  intégrales;  on  ne  les 
connaîtrait  exactement  qu'en  déterminant  la  limite  de  la 
série  quand  a.  tend  vers  zéro,  et  qu'on  pose,  comme  dans  le 
cas  précédent,  /za  =  a:  —  x^. 

Les  mêmes  considérations  s'appliquent  évidemment  aux 
équations  de  tous  les  ordres. 
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CHAPITRE  IL 

DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  D'UNE  ÉQUATION 

A  DEUX  VARIABLES. 


94.  Si  Ton  considère  une  équation  à  deux  variables 
î[x^y)  =  o^  et  qu'on  en  déduise  d'une  manière  quel- 
conque-une  autre  équation  qui  renferme  x^yel  des  dérivées 
iRjr  par  rapport  à  x^  cette  dernière  est  ce  que  Ton  appelle 
une  équation  différentielle  de  la  première.  Elle  est  une 
conséquence  de  cette  équation  ^  mais  celle-ci  n'en  est  pas 
toujours  une  conséquence  nécessaire.  Ainsi  nous  avons  vu 
qa'ttne  fonction  de  x  n'a  qu'une  dérivée ,  tandis  qu'une  de- 
nrée peut  correspondre  à  une  infinité  d'intégrales,  qui  dif- 
Ërent  par  la  valeur  d'une  constante. 

Si,  entre  l'équation  primitive  et  celle  que  l'on  obtient  en 
difierentiant  une  fois  ses  deux  membres,  on  élimine  une 
constante  a,  on  aura  une  certaine  équation  difTérentielle  du 
premier  ordre  de  la  proposée.  Et  généralement,  si  l'on 
iiffërentîe  m  fois  la  proposée,  on  pourra  éliminer  m  quel- 
conques des  constantes  qui  y  entrent,  et  l'on  obtiendra  ainsi 
Bue  À|uation  différentielle  de  l'ordre  m  de  l'équation  pri- 
lutive,  qui  renfermera  m  constantes  de  moins  qu'elle.  On 
aurait  une  équation  différente  du  même  ordre  si  l'on  éli- 
minait entre  les  mêmes  équations  m  autres  constantes. 

On  doit  même  observer  que  toute  équation  différentielle 
peut  être  considérée  comme  obtenue  de  cette  manière*,  car 
nous  avons  démontré  que,  si  elle  est  de  l'ordre  m,  son  in- 
tégrale générale  renferme  m  constantes  arbitraires  qui  ne 
font  pas  dans  l'équation  différentielle.  Donc  celle-ci  n'a  pu 
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être  déduite  de  l'autre  qu'en  éliminant  ces  constantes  entre 
elle  et  celles  que  Ton  en  aura  tirées  au  moyen  de  m  diflTé- 
rentiations  successives. 

Mais  ces  différentiations  peuvent  être  faites  de  bien  des 
manières  différentes. 

Si,  par  exemple,  on  ne  veut  éliminer  qu'une  constante, 
on  pourra  différentîer  l'équation  après  l'avoir  mise  préa- 
lablement sous  telle  forme  que  Ton  voudra  \  on  aura  ainsi 
diverses  équations  du  premier  ordre,  et  l'on  éliminera  la 
constante  entre  l'une  quelconque  d'entre  elles  et  l'équation 
proposée. 

Si  l'on  veut  éliminer  deux  constantes,  on  pourra  diflTé- 
rentier  deux  fois  de  suite  l'équation  mise  sous  une  forme 
arbitraire;  on  aura  ainsi  trois  équations  renfermant  les 
deux  quantités  à  éliminer.  Ou  bien  encore  on  éliminera 
d'abord  Tune  d'elles  entre  l'équation  proposée  et  celle  du 
premier  ordre  qu'on  en  déduira  \  puis,  traitant  de  même  l'é- 
quation ainsi  obtenue,  on  en  éliminera  la  seconde  constante. 

Les  combinaisons  seraient  plus  multipliées  encore  s'il 
s'agissait  d'éliminer  un  plus  grand  nombre  de  constantes. 
Or  nous  allons  démontrer  que,  de  quelque  manière  que 
cette  élimination  ait  été  faite,  on  obtient  toujours  la  même 

équation  entre  -3^^  JK?  ;7"  '  *  '  '    ^^  ^^s  constantes  non  éli- 
minées. 

Supposons,  en  effet,  s'il  est  possible,  que  l'on  parvienne 
ainsi  à  deux  équations  différentes,  en  éliminant  les  mêmes 
constantes  en  nombre  w,  et  soient  ces  deux  équations  re'- 

solues  par  rapport  à  -y^  » 


dx^ 


d.v"* 


(dy  d'"^^x\ 


,   •  .   .  , 


d^n        ^    \     -'-''  dx  ^.r«~» 
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Ces  fonctions  F,  f^  étant  les  dérivées  m***""  de  la  même 
fonction  y^  ont  des  valeurs  égales,  quel  que  soit  x.  Soit  x^ 

une  valeur  quelconque  attribuée  à  x  et  j^^,,  { ^  )  '  (  IZH^  ) 

les  valeurs  correspondantes  que  prennent  j^  et  ses  m  —  i 
premières  dérivées,  et  qui  peuvent  être  supposées  égales  à 
des  quantités  quelconques,  en  choisissant  convenablement 
les  m  constantes  éliminées. 
Les  deux  expressions  suivantes  : 

/[--(s).--(m] 

devront  être  égales,  quel  que  soit  ar©,  pour  toutes  les  va- 
leurs données  arbitrairement  aux  quantités  j-o,  (7-  )  9  •  •  •  •» 

f  ^ — Y  )  ♦  et  aux  constantes  non  éliminées;  par  conséquent, 

« 

toutes  ces  diverses  quantités  doivent  y  entrer  d'une  manière 
identique.  Mais  elles  y  entrent  de  la  même  manière  que 

Jc^y^  -7^  v>  -; »  et  les  constantes  non  éliminées  entrent 

dans  les  deux  expressions  de  -7-=^-,  donc  ces  deux  exprès- 

siens  sont  identiques,  et  les  deu)c  équations  différentielles, 

résolues  par  rapport  à  -7-^»  le  sont  par  conséquent;  d'où 

se  déduit  cette  importante  proposition  : 

De  quelque  manière  que  Von  parvienne  à  une  équation 
différentielle  de  l'ordre  /w,  en  partant  d'une  même  équa- 
tion entre  x  et  y^  et  éliminant  les  mêmes  constantes  en 
^mbre  m,  on  obtiendra  toujours  la  même. 

05.  Cette  proposition  donne  lieu  à  quelques  remarques 
utiles. 
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En  effet,  parmi  toutes  les  manières  d'opërer  ce  calcul, 
choisissons  en  particulier  la  suivante  : 

Éliminons  d'abord  l'une  des  constantes  entre  l'équation 
proposée  et  sa  première  dérivée.  Éliminons  de  même  une 
seconde  constante  entre  l'équation  obtenue  et  sa  dérivée; 
puis  une  troisième  constante  entre  la  nouvelle  équation 
ainsi  obtenue  et  sa  dérivée,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  que 
les  m  constantes  désignées  aient  disparu.  Nous  aurcms  ainsi 
l'équation  cherchée  du  /w'*'"'  ordre;  et,  par  les  raisons  déjà 
données,  cette  équation,  et  même  toutes  les  intermédiaires, 
seront  identiques  à  celles  que  Ton  obtiendrait  par  d'autres 
procédés,  en  éliminant  les  mêmes  constantes.  Mais  l'ordre 
dans  lequel  on  élimine  les  m  constantes  détermine  les 
équations  intermédiaires  \  et  autant  on  peut  faire  de  com- 
binaisons n  k  n  avec  m  lettres,  autant  on  pourra  obtenir 
d'équations  différentes  de  l'ordre  /t,  dont  chacune  ne  pourra 
d'ailleurs  avoir  qu'une  seule  forme.  On  tire  de  là  cette  con- 
séquence importante  : 

Toute  équation  différentielle  de  l'ordre  m  peut  être  dé- 
duite de  m  équations  différentes  de  l'ordre  m — i ,  qui  ren- 
ferment chacune  une  constante  arbitraire;  de  — ^ 

^  I  .2 

équations  de  l'ordre  m  —  2,  qui  en  renferment  deux;  et 

Généralement  de — '^ de  l'ordre  m — n, 

^  I .2. . .n 

renfermant  n  constantes  arbitraires, 

96.  D'après  cela,  si  l'on  a  à  intégrer  une  équation  de 
l'ordre  m,  on  pourra  chercher  ses  m  intégrales  premières. 
Si  Ton  parvient  à  les  déterminer,  on  aura  m  équations 

entre  x.  r,  -r-?--*?  -, -'  renfermant  chacune  une  con- 

stante  arbitraire  et  équivalentes  chacune  à  la  proposée; 
par  conséquent,  en  éliminant  les  m —  i  dérivées  de  a:,  on 
obtiendra  une  équation  entre  x  ely  el  m  constantes  arbi* 
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traires  :  on  aura  donc  Tintégrale  générale  de  Téquation 
proposée. 

U  est  quelquefois  plus  facile  de  trouver  les  intégrales 
premières  de  l'équation  de  Tordre  m  -f- 1  que  Ton  obtient 
en  différentiant  la  proposée^  mais  alors  l'intégrale  générale 
de  cette  dernière  sera  celle  de  la  première,  à  Tun  des  mem- 
bres de  laquelle  on  aurait  ajouté  une  constante  arbitraire  ; 
et,  si  Ton  connaissait  l'intégrale  de  l'équation  de  l'ordre 
m  -4-  I ,  on  aurait  celle  de  la  proposée  en  y  faisant  cette  con-. 
stante  nulle.  En  conséquence,  on  cherchera  les  m  •+•  i  inté- 
grales premières  \  on  en  éliminera  les  m  dérivées  de  j*,  puis 
on  supposera  nulle  la  constante  en  question.  Mais  l'une 
des  intégrales  premières  n'est  autre  chose  que  la  proposée 
augmentée  de  cette  constante,  et  se  réduit,  par  conséquent, 
à  la  proposée,  en  supposant  cette  constante  nulle  :  donc,  si 
Ton  peut  obtenir  m  intégrales  premières  de  l'équation  de 
l'ordre  m-h  i,  qui  ne  renferment  pas  la  proposée,  il  suflSra 
d'éliminer,  entre  celle-ci  et  les  m  intégrales,  les  m  dérivées 
de  jr,  et  l'on  aura  l'intégrale  générale  demandée. 

Si  l'on  peut  trouver  l'intégrale  générale  de  l'équation  de 
l'ordre  m+  i  par  un  moyen  quelconque,  elle  renfermera 
TO-f-i  constantes  arbitraires*,  mais  ces  constantes  seront 
liées  entre  elles  par  une  équation  que  l'on  obtiendra  en 
substituant  la  valeur  trouvée  àej  dans  l'équation  proposée , 
de  sorte  que  l'on  aura  seulement  m  constantes  arbitraires, 
comme  cela  doit  être. 
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CHAPITRE  IIL     • 

INTÉGRALES  SINGUUÈRES  DES  ÉQUATIONS 

DU  PREBflER  ORDRE,  DÉDUITES  DE  L'INTÉGRALE  GÉNÉRALE 

OU  DE  L'ÉQUATION  DIFFÉRENTIELLE. 


97.  Soit 

fi)  F{x,y,a)  =  o 

l'intégrale  générale  d'une  équation  différentielle  du  premier 
ordre,  a  étant  la  constante  arbitraire  gui,  éliminée  entre 
l'équation  (i)  et  sa  dérivée 

d¥       dF  dr 
a^r        djr  dx 

conduit  à  l'équation  différentielle  proposée^  il  s'agit  de 
savoir  si  cette  dernière  peut  admettre  des  solutions  qui  ne 
soient  pas  renfermées  dans  l'intégrale  générale. 

Or  toute  équation  entre  x  el  y  peut  se  mettre  sous  la 
forme 

(3)  F(.r,  j,  (p)=rO, 

y  étant  une  certaine  fonction  de  x  et  j^  et  F  désignant  la 
même  fonction  que  dans  l'équation  (i),  où  l'on  a  remplacé 
la  constante  a  par  la  fonction  (p.  En  effet,  si  Ton  égale 
F  [x^j^  y)  à  une  fonction  quelconque,  on  tirera  pour  y  ime 
valeur  qui  rendra  cette  équation  identique.  On  peut  donc 
supposer  que  l'équation  (3)  représente  une  solution  quel- 
conque de  l'équation  proposée,  et  il  reste  à  voir  ce  que  doît 
être  pour  cela  la  fonction  y. 

En  différentiant  l'équation  (3),  on  trouve,  en  désignant 
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par  -^  la  dérivée  totale  de  ç. 


d?       dY  dy       dY  do 

U)  1 ^  H ^  =  o, 

^^'  dx        df    dx       d(f   dx 

équation  dans  laquelle  on  peut  remettre  la  valeur  f  tirée 
de  (3)  ^  ce  qui  produit  le  même  effet,  dans  les  deux  premiers 
lermes  de  (4)î  que  si  Ton  tirait  a  de  ^i)  pour  le  reporter 

dY 

dans  (a).  Donc,  pour  l'identité  des  valeurs  de  —  »  il  est  né- 
cessaire et  suffisant  que  la  substitution  de  cp  rende 

dY^d^ 

j  étant  regardé  comme  la  fonction  de  x  cherchée  \  ce  qui 
peut  avoir  lieu  de  plusieurs  manières. 

1°  Si -7^  =  G,  9  n'est  autre  chose  qu'une  constante,  et 

l'équation  (3)  coïncide  avec  l'intégrale  générale. 

dY 

a®  Si  l'on  égale  à  zéro  ~^  après  la  substitution  de  la 

djr 

valeur  de  cp  tirée  de  (3),  ce  qui  détermine  la  valeur  cher- 
chée de^,  on  a  le  même  résultat  que  si  l'on  déterminait  <p 

dY 

"dô 

par  l'équation  ^  =  o,  et  qu'on  reportât  sa  valeur  dans  (3  ). 

D'où  Ton  conclut  que,  quand  on  a  l'intégrale  générale 
dune  équation  différentielle  du  premier  ordre,  on  aura 
toutes  les  autres  intégrales  en  éliminant  la  constante  entre 
Véquation  intégrale  et  sa  dérivée  partielle  par  rapport  à  la 
constante,  égalée  à  zéro*,  ou  sa  dérivée  partielle  par  rapport 
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hj^  égalée  à  Pinfini.  Néanmoins  il  faudra  s'assurer  si  cha- 
cune de  ces  hypothèses  annule  réellement  le  premier  membre 

de  Téquation  (  5  )  et  ne  le  réduit  pas  à  -  • 

Il  sera  encore  nécessaire  de  s'assurer  si  les  solutions  ainsi 
obtenues  ne  sont  pas  renfermées  dans  l'intégrale  générale. 
Dans  ce  cas  particulier,  on  aura  une  intégrale  particulière 
au  lieu  d'une  intégrale  singulière. 

98.  Sous  quelque  forme  qu'on  mette  l'équation  (i),  l'ap- 
plication des  règles  précédentes  doit  nécessairement  conduire 
aux  mêmes  solutions ,  et  c'est  ce  que  l'on  peut  vérifier  en 

.  dF 

observant  que  le  rapport  des  deux  dérivées  partielles  —  i 

—  sera  toujours  le  même,  après  avoir  substitué  la  valeur 

àey  tirée  de  F  =  o,  quoique  chacune  de  ces  deux  dérivées 
change  quand  on  transforme  l'équation  F  =  o.  En  effet,  si 
l'on  a  une  équation  quelconque  F  (a:,^,  z,  m)  =  o,  le  rap- 
port des  deux  dérivées  partielles  du  premier  membre  par 
rapport  à  deux  des  variables,  u  et  z  par  exemple,  exprime 
toujours,  au  signe  près,  la  dérivée  de  l'une  des  variables  u 
et  z  par  rapport  à  l'autre  ;  et,  par  conséquent,  après  l'élimi- 
nation de  l'une  des  deux,  il  ne  dépend  pas  de  la  forme  sous 
laquelle  on  présente  l'équation  qui  les  lie. 

Ainsi,  lorsqu'une  transformation  de  l'équation  (i)  fera 

perdre  des  solutions  à  l'équation  —  =  o ,  elle  les  fera  ac- 
quérir à  l'équation  —  =  o. 

djr 

99.  L'intégrale  singulière  a  une  liaison  géométrique 
très -remarquable  avec  l'intégrale  générale.  En  effet,  en 
éliminant  a  entre  l'équation  (i)  et  sa  dérivée  partielle  par 
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rapport  à  a,  on  a  rëquation  du  lieu  des  intersections  suc- 
cessives des  courbes  représentées  par  l'équation  (i),  dans 
laquelle  on  fait  varier  a  d'une  manière  continue.  Donc  l'in- 
tégrale singulière  représente  la  courbe  enveloppe  des  inté- 
grales particulières. 

Rsmarque,  —  Si  l'on  construit,  d'après  l'équation  diflfé- 
rentielle,  le  lieu  géométrique  d'une  quelconque  de  ses  inté- 
grales, comme  nous  l'avons  indiqué  précédemmment,  et  que* 
l'on  choisisse,  pour  l'ordonnée  j^o?  celle  de  la  courbe  enve- 
loppe  correspondant    à    l'abscisse   ^o  ?   l'équation   devra 

fournir  deux  valeurs  générales  de  —  >  correspondant  l'une  à 

l'enveloppe,  l'autre  à  l'enveloppée,  et  qui  seront  égales, 
jpour  le  point  commun,  à  ces  deux  courbes  « 

La  construction  indiquée  fournira  alors  les  deux  courbes. 
X  y  a  toutefois  une  exception  remarquable  à  cette  propo- 
sition :  elle  a  lieu  lorsque  l'enveloppe  qui  représente  l'in- 
tégrale singulière  est  une  ligne  droite. 

En  effet,  si  l'on  part  d'un  point  de  cette  droite,  deux  va- 
leurs de  ^  sont  égales  en  ce  point,  et  par  conséquent  les 

deux  valeurs  correspondantes  de  dj  que  l'équation  fera 
connaître  seront  les  mêmes,  comme  cela  a  lieu  e^  général  ^ 
mais,  dans  le  cas  actuel,  une  de  ces  valeurs  sera  rigoureu- 
sement exacte,  et  ce  sera  celle  qui  correspond  à  la  ligne 
droite  dont  Téquation  du  premier  degré  donne,  sans  rien  né- 
gliger, dy=^p  dx^  tandis  que,  dans  tout  autre  cas,  on  néglige 
mie  quantité  infiniment  petite  par  rapport  à  dj.  Il  suit  de  là 
({ue  le  point  voisin  du  point  de  départ  appartient  rigoureu- 
sement à  l'enveloppe,  et  qu'on  se  trouve,  par  conséquent, 
dans  les  mémes.conditions  qu'en  commençant.  On  voit  donc 
que ,  dans  ce  cas,  l'équation  différentielle  donnera  l'inté- 
grale singulière  seulement ,  et  aucune  des  intégrales  parti- 
nilières*,  et  il  est  clair  que  c'est  le  seul  cas  où  cela  arrive  ; 
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car,  si  le  second  point  n'était  pas  rigoureusement  sur  l'enve- 
loppe, Téquation  ne  donperait  pas  deux  valeurs  rigoureu- 
sement égales  pour  —•)  quand  on  y  substituerait  les  coor- 
données de  ce  point  ]  donc,  à  la  valeur  suivante  de  Xj  on 
trouverait  deux  points  au  lieu  d'un,  et  les  deux  lignes  exis- 
teraient nécessairement. 

100.  L'intégrale  singulière  peut  aussi  être  déterminée  au 
moyen  de  Téquation  différentielle  elle-même.  Soit  cette 
équation 

(6)  /{x,r,/)  =  o, 

dans  laquelle  y'  représente  -j-  • 

La  représentation  géométrique  de  la  solution  singulière 
étant  la  courbe  enveloppe  de  celles  qui  représentent  les  in- 
tégrales particulières,  celles-ci  se  coupent  généralement  les 
unes  les  autres  ^  et,  quand  elles  sont  infiniment  voisines,  le 
point  d'intersection  devient  un  point  de  contact  et  appar- 
tient à  Tenveloppe.  Ainsi  l'équation  (6)  doit  généralement 
donner  pour  une  même  valeur  de  a:  et  j^  au  moins  deux 
valeurs  différentes  de  jy',  et  deux  de  ces  valeurs  doivent  de- 
venir égales  quand  j:  et  j)^  se  rapportent  à  un  point  de  l'en- 
veloppe, ou,  en  d'autres  termes,  satisfont  à  l'équation  qui 
représente  la  solution  singulière.  On  exprimera  donc  que 
l'équation  (6)  donne  deux  valeurs  égales  pour  j^',  ce  qui  se 

fera  en  posant  —,  =  o,  si/(a:,  J^y')  est  une  fonction  dont 

la  forme  soit  unique.  Si  sa  forme  était  multiple,  on  pour- 
rait la  réduire  à  être  unique,  ce  qui  rentrerait  dans  le  pre- 
mier cas  :  on  pourrait  aussi  traiter  successivement  chacune 
des  équations  distinctes  renfermées  dans /(x^y^y*)  =o, 
et  exprimer  qu'elles  donnent  des  valeurs  égales  de  r'î  ott 
bien  qu'une  valeur  de  j^'  tirée  de  l'une  est  égale  à  une  valeur 
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de  j' tîrée  de  l'autre.  Si,  par  exemple,  Téquation  (6)  était 
résolae  par  rapport  à  y\  on  ne  pourrait  employer  que  le 
dernier  moyen  et  égaler  ces  valeurs  deux  à  deux.  Dans  tous 
les  cas,  soit  ^{oc^  y^y*^  =  o  une  équation  exprimant  que 
1  équation  (6)  donne  deux  valeurs  égales  dej^^,  la  solution 
singulière  devra  satisfaire  à  ces  deux  équations,  et  par  con- 
s^pient  au  résultat  de  l'élimination  de  y*  entre  elles.  Opé- 
rant donc  cette  élimination,  on  aura  une  équation  entre 
x^y  qui  renfermera  la  solution  singulière  si  elle  existe.  On 
vérifiera  donc  si  les  diverses  valeurs  dej^  en  x  qu'elle  fournit 
satisfont  à  l'équation  (6)  ;  et  si  l'on  en  trouve,  qui  ne  rentrent 
pas  d'ailleurs  dans  l'intégrale  générale,  on  connaîtra  la 
solution  singulière. 

Soit  comme  exemple 

/"désignant  une  fonction  qui  n'ait  qu'une  seule  valeur  pour 
une  même  valeur  dej^'.  Nous  aurons,  pour  condition  d'éga- 
lité de  deux  valeurs  à&y^ 

(8)  X-+-/'(y)r:3  0, 

et  il  faudra  éliminer  j^'  entre  ces  deux  équations.  Il  reste  à 
vérifier  que  l'équation  résultante  en  x^  y  satisfera  à  la  pro- 
posée (7).  En  effet,  supposons  que  de  l'équation  (8)  on 
lîpejr'==ç(ar),  et  qu'on  le  reporte  dans  l'équation  (7),  on 
aura 

(g)  ;r  =  ^î(^)-^/[?(^)]. 

En  la  différentiant,  on  trouve 

Cal  cluinf.  D.  —  Ih  lO 
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et,  par  conséquent,  Téquation  (9)  pourrait  s'écrire  ainsi 


(i) 


Elle  satisfait  donc  à  l'équation  différentielle  proposée,  et 
elle  en  forme  la  solution  singulière  \  car  elle  ne  rentre  pas 
dans  l'intégrale  générale,  que  nous  déterminerons  plus  tard. 
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CHAPITRE  IV. 

INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 

DU  PREMIER  ORDRE. 


101.  L'équation  la  plus  générale  du  premier  ordre,  et 
dans  laquelle  le  rapport  difïérentîel  —-  ne  passe  pas  le  pre- 
mier  degré,  peut  se  mettre  sous  la  forme 

Q  Jr-f-Pd:r  =  o,     ou     Q-^H-P=o, 

€IX 

Pet  Q  étant  deux  fonctions  quelconques  de  x  elj.  On 
pourra  toujours  y  appliquer  le  procédé  général  qui  con- 
siste à  développer  y  au  moyen  du  théorème  de  Taylor  ou 
de  Maclaurin.  Il  arrive  quelquefois  que  la  série  peut  être 
sommée  *,  quelquefois  aussi  elle  a  une  forme  tellement  com- 
pliquée, qu'on  ne  peut  pas  parvenir  à  la  réduire  à  une 
forme  finie.  Voici  quelques  exemples  dans  lesquels  ce  pro- 
cédé s'applique  sans  difficulté. 

Soit 

dy 

— — hay  '\-  bx^=:o. 

(Le 

En  la  différentiant  un  nombre  indéfini  de  fois ,  on  trouve 


-4"  a zi::  O. 

10» 
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Si  Ton  fait  x  =  o  dans  toutes  ces  équations,  il  vient 

(l)=-^-^-'   {ë)='''^-    (S^).=-^^^''' 


d'où 


1.2  1.2.3  / 

\l.2.i.4  1.2... .5  I...D         / 


?•  •  •> 


OU 


6b  /  à^x"  aV  \ 

.  a*    \  1.2  1.2.3/ 

OU,  en  observant  que  j^o f  peut  être  remplacé  par  une 

constante  arbitraire  c, 

L'intégrale  générale  étant  connue,  on  obtiendrait  les 
intégrales  singulières  par  !a  méthode  que  nous  avons  ex- 
posée précédemment.  Il  est  facile  de  voir  qu'il  n'en  existe 
pas  dans  le  cas  actuel. 


102.  Soit  encore  x  -j-  -^j  4-  aaf"  =  o,  m  étant  entier 
et  positif* 
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On  obtient,  par  la  difierentiation, 


d^r  dy 

dx^  dx 


X  -r-:-.  4-  2  -^  -f-  maaf"-^  z=  o, 


X-- — -  +(mH-/2) =o, 

n  étant  plus  grand  que  i , 

Si  Ton  fait  x  =  o,  ^y^  et  tous  les  coefficients  différentiels 

deviennent  nuls  si  Ton  suppose  qu'ils  ne  soient  pas  infinis, 

^^  d'"x     1         1         1           1     •               m(m — i)...2.ia 
^^^^P^6  3-^-»  dont  la  valeur  devient ^ ; 

on  trouve  donc  r  =r '■ — . 

•^  /w  -h  I 

Cette  intégrale  n'a  pas  de  constante  arbitraire  et  n'est 
pas,  par  conséquent,  l'intégrale  générale.  Celle-ci  n'est 
donc  pas  développable  suivant  les  puissances  entières  et 
positives  de  x.  Et,  en  effet,  si  Ton  intègre  par  les  méthodes 
que  nous  ferons  connaître  tout  à  l'heure,  on  trouvera,  pour 
l'iniégrale  générale, 

_  C         astf" 


m  -4-  I 


La  solution  que  nous  avons  trouvée  est  donc  une  inté- 
grale particulière  correspondant  à  c  =r  o. 

H  est  facile  de  voir  qu'il  n'y  a  pas  d'intégrale  singu- 
lière. 
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Des  Jacteurs  propres  à  rendre  immédiatement  întégrable 
le  premier  membre  de  l'équation.  Intégration  de  l'équa- 
tion linéaire. 

1 03 .  Si  le  premier  membre  de  l'équation  Q  dy  -j-  P  dx = o 
e1;ait  la  différentielle  d'une  fonction  de  x  ety^  il  serait  né- 
cessaire et  suffisant  que  cette  fonction  fut  égale  à  une  con- 
stante pour  que  Téquation  proposée  fût  satisfaite.  La  con- 
dition pour  que  cette  circonstance  ait  lieu  est,  comme  nous 

l'avons  vu,  -~  r=  — .  Si  elle  n'a  pas  lieu,  et  qu'en  multi- 

eue  ^*/ 

pliant  le  premier  membre  de  l'équation  par  une  fonc- 
tion {^  il  devienne  la  différentielle  d'une  fonction  u,  cette 

équation  sera  équivalente  à-rfM==o,  et  sera  satisfaite, 

soit  en  faisant  rfw  =  o ,  d'où  u  =  c^  ce  qui  sera  l'inté- 
grale générale,  c   étant  la  constante  arbitraire 5   soit  en 

posant-  =0,  ce  qui  donnera  une  solution  singulière,  si 

elle  ne  rentre  pas  dans  la  précédente. 
Ainsi,  par  exemple,  l'équation 

peut  se  mettre  sous  la  forme 

et  l'on  y  satisfait  en  posant,  soit  F{x)  =0,  soit  ^  (j)  =  ^j 
soit  enfin 

et  le  premier  membre  est  une  différentielle  exacte,  puisque 
les  variables  sont  séparées. 


INTÉGRATION    DES    ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES.        iSl 

104.  On  peut  démontrer  qu'il  existe  toujours  un  fac- 
teur u  qui  rend  Qdy  -\-P dx  différentielle  exacte.  En  effet, 
il  est  démontré  que  l'équation  proposée  a  une  intégrale 
renfermant  une  constante  arbitraire  c,  et  que  nous  repré- 
senterons par  F(x,^,  c)  =  o;  et  l'équation  différentielle 
a  été  obtenue  nécessairement  en  éliminant  c  entre  cette 
dernière  et  celle  que  Ton  a  obtenue  en  la  différentîant, 
après  l'avoir  transformée  préalablement  d'une  manière 
quelconque,  si  on  l'a  jugé  convenable.  Or,  quelque  forme 
qu  on  lui  ait  donnée,  nous  avons  démontré  précédemment 
qu'après  Télimination  de  c  ^équatio^  à  laquelle  on  sera 
parvenu  donnera  identiquement  en  x  et  y  la  même  valeur 

dr 
pour  —• 
a* 

Cela  posé,  concevons  l'équation  F(:c,^,  c)  =  o  mise 
sous  la  forme  y  {^^y)  =  c ,  d'où  -^  dx  -h  -r-  dj  =  O]  la 

tue  U/jT 

valeur  de  -^  tirée  de  cette  équation   et  celle  que  donne 

l'îquation  proposée  devant  être  égales,  quels  que  soient  x 
etjr  (n°  94),  on  aura  identiquement 

^  ""  q' 

dx 

Tirant  de  là  P et  le  reportant  dans  l'expression  Qdy-i-Pdx^ 
on  obtient 

Q       (df 


m 


[T/^^t'')' 


^î  par  conséquent,  en  multipUanjt  la  proposée  par  —  -j-^ 
W)n  premier  membre  devient  une  différentielle  exacte.  On 
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voit,  de  plus,  comment  le  facteur  •^  =  7;  ;t^  est  lié  au  pre- 
mier membre  de  l'intégrale  mise  sous  la  forme  (^  =  c. 

105.  L'existence  du  facteur  u  étant  démontrée,  il  faut 
chercher  comment  il  est  possible  de  le  découvrir. 

Il  est  facile  de  former  l'équation  qui  doit  le  déterminer, 
car  on  doit  avoir  l'identité 

d^  —  d—  o  — —  P  — —    (—^^\ 

dx  dy  dx  djr  \^X        ^*/ 

Si  Vf  renferme  à  la  fois  x  et  j^,  cette  équation  est  aux  dif- 
férentielles partielles,  et  plus  difficile  à  intégrer  que  la  pro- 
posée. Il  faut  donc  renoncer,  en  général,  à  la  détermination 
de  ce  facteur. 

Mais,  si  u  ne  doit  renfermer  qu'une  variable,  x  par 
exemple,  il  est  facile  d'en  déterminer  la  valeur.  En  effet, 

—  étant  nul,  l'équation  précédente  devient 

O  ^  —    (—  —  ^^ 

dx  \dy        dx  ) 

ou 

il  est  donc  nécessaire  que  les  coefficients  donnés  P  et  Q 
soient  tels ,  que  l'expression  ^  i- —^  J  soit  indépen- 
dante àey, 

Loi'sque  cette  condition  sera  remplie,  on  aura ,  en  dési- 
gnant par  ç  [x)  l'expression  précédente, 

\  dv 
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d'où 


le  coefficient  c  étant  arbitraire,  et  disparaissant  d'ailleurs 
de  lui-même. 

En  intégrant,  par  les  procédés  relatifs  aux  différentielles 
des  fonctions  des  deux  varialDles  indépendantes ,  on  trouve 

•  « 
fia  discussion  serait  la  même  pour  les  facteurs  indépen- 
dants de  X. 

106.  Le  calcul  précédent  deviendrait  plus  simple  s'il 
s'agissait  de  l'équation  dj  -hPdx  =  o.  Il  faudrait  alors 

que  —  fût  indépendant  dey^  ce  qui  donnerait 

X  et  X|  désignant  des  fonctions  quelconques  de  x.  L'équa- 
tion doit  donc  être  de  la  forme 

dX  -f-  (X^  -hXt)da:  =  o. 

En  multipliant  par  le  facteur  u^   qui   devient  e^^^''^ 
on  a 

t/^^'dy  H-  Xye^^'"dx  +  X;  e^^'^^dx^  o; 
d'où 

C  désignant  nne  constante  arbitraire.  On  tire  de  la 

^elle  est  l'intégrale  générale  de  V équation  linéaire  du  pre- 
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mier  ordre.  La  constante  arbitraire  provenant  de  f'K.dx 
disparaît  d'elle-même,  et  la  constante  C  est  la  seule  qui 
entre  dans  la  valeur  de^. 

Considérons,  comme  application  très-simple,  la  ques- 
tion suivante  qui  a  été  proposée  aux  géoniètres  par  M.  de 
Beaune,  ami  de  Descartes. 

Trouver  une  courbe  telle,  que  la  sous-tangente  soit  à 
V ordonnée  comme  une  ligne  constante  est  à  Vordonnée 
de  cette  courbe,  diminuée  de  celle  d'une  droite  inclinée 
d'un  demi-angle  droit  sur  l'axe  des  x* 

En  prenant  Torigine  au  point  de  rencontre  de  cette  droite 
et  de  Taxe  des  a:,  elle  aura  pour  équation  x  ^y.  et  la  con- 
dition donnée  sera  représentée  par  Téquation 

gly        y  —  X  dy 

---  r= 9      OU      a— r  =  — x^ 

dx  a  dx 

a  étant  la  valeur  donnée  de  la  ligne  constante. 

Cette  équation  linéaire,  intégrée  par  un  quelconque  des 
procédés  que  nous  avons  indiqués,  donne 

X 

y=Lx  -^  a  -\-  Ce'\ 

C  étant  une  constante  arbitraire. 

Si  maintenant  on  prend  pour  axe  des  x'  la  droite  dont 
Téquation  eslj^x-ha^  et  que  Ton  conserve  la  même  di- 
rection pour  Taxe  des  j>^',  on  aura 

f  ^/  -^ 

^'=r:Ce",     x  =  -^    et,  par  suite,     yz=:Ce^^. 

s/2. 

La  courbe  est  donc  une  logarithmique  dont  les  ordou^ 
nées  font  avec  Taxe  un  angle  égal  à  un  demi-angle  droit. 

107.  Nous  avons  prouvé  qu'il  existe  dans  tous  les  cas  lU^ 
facteur  propre  à  rendre  le  premier  membre  intégrabl^- 
Voyons  s'il  n'en  existe  qu'un  seul. 
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Soit  u  une  première  fonction  telle,  que  i^(Qrf^4-Pc?x) 
soit  la  difiEerentielle  d'une  fonction  u  de  a:  cljr]  il  est  d'a- 
bord évident  que  le  facteur  v^(f  (u)  rendra  encore  le  premier 
membre  intégrable  :  car,  puisque  v^  (Qdy  -h-  Pdx)  =  rfw, 
on  aura  udf  {u)  (Qdy-hP dx)  =  y  (u)  du,  ce  qui  est  la  dif- 
férentielle de  /(f  (u)  du. 

Soit  maintenant  V  une  autre  fonction  quelcon(|uc  telle 
«jue  V  (Q  fl[j^  -4-  P  dx)  =  dU,  U  désignant  une  fonction  de 
jc  et  y.  On  en  déduit  l'identité 

V 

-du  =  dU. 

V 

Or,  le  second  membre  étant  une  différentielle  exacte,  le 
premier  qui  lui  est  identique  en  x  et  j^  devrait  aussi  en  être 

une;  ce  qui  ne  saurait  être  si  -  n'était  pas  une  fonction  de 

la  fonction  u  se^ulement.   Ce  dernier  point,  qu'on  admet 
assez  ordinairement  comme  évident,  a  cependant  besoin 
d'être  plus  rigoureusement  établi. 
Il  s'agit  de  prouver  généralement  que,  si  l'on  a  u  =f{x^j) , 

l'expression  F  {x^y)  du^  ou  F[x^y)  ('T'dx-^-j-  t/j^U  ne 

peut  être  une  différentielle  exacte  relativement  aux  deuk 
variables  x  et  y^  ai  l'on  n'a  pas 

quelle  que  soit  d'ailleurs  la  fonction  ^. 

En  effet,  éliminons j^  au  moyen  de  l'équation  u  =:f{x^j)  \ 
F(x,^)  deviendra  une  fonction  de  u  et  j:,  ç(m,  x).  L'ex- 
pression qui  était  une  différentielle  exacte  relativement  à  x 
et  j  le  sera  relativement  à  x  et  u\  (^[u^x)du  sera  donc 
ttne  différentielle  exacte  d'une  fonction  des  deux  variables 
Uidépendantes a: et  u\  mais,  dx  n'entrant  pas  dans  cette  dif- 
férentielle, son  coeflScient,  ou  la  dérivée  partielle  de  la 
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fonction  par  rapport  à  a:,  est  donc  nul,  et  par  conséquent 
cette  fonction  est  indépendante  de  X]  d'où  résulte  que 
ff{u^x)  ne  renferme  que  u,  et  par  conséquent  que  F  {x^ji 
est  une  fonction  de  u  ou  de  f{x^y). 

Ainsi ,  en  revenant  à  notre  question  particulière,  si  un 
facteur  vf  donne  au  premier  membre  la  forme  de  la  diffé- 
rentielle d'une  fonction  u  de  x,  y^  les  facteurs  qui  jouissent 
exclusivement  de  la  même  propriété  seront  de  la  forme 
(^9  (u),  cp  désignant  une  fonction  arbitraire. 

L'équation  proposée  devient  ainsi 

du=zo,     ou     ff(u)du=zo, 

d'où  Ton  déduit  également  u=^c^c  désignant  une  constante 
arbitraire.  « 

Tous  ces  facteurs  conduisent  donc  au  même  résultat,  et 
ils  ne  différent  entre  eux  que  par  le  facteur  cp  (u)  qui  est 
bien  une  fonction  de  x,  j^,  mais  qui  se  réduit  à  une  con- 
stante arbitraire  en  vertu  de  Tîntégrale  m=  c.  On  voit  que, 
si  Ton  connaissait  deux  facteurs  diflérents  qui  rendissent 
le  premier  membre  de  Téquation  intégrable,  en  égalant  leur 
rapport  à  une  constante  arbitraire,  on  obtiendrait  Tinté- 
gralè  générale. 
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CHAPITRE  V. 

INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  HOMOGÈNES  ET  DE  L'ÉQUATION 
LINÉAIRE  PAR  LA  SÉPARATION  DES  VARUBLES. 


108.  On  parvient  quelquefois,  par  un  changement  de 
variables,  à  ramener  aux  quadratures  l'intégration  de  l'é- 
quation donnée,  c'est-à-dire  à  séparer  les  nouvelles  variables 
dans  l'équation  transformée. 

Considérons  d'abord  une  équation  homogène  quelconque 

c  est-à-dire  telle,  que  M  et  N  soient  des  fonctions  homo- 
gbes  du  même  ordre  m  de  x^y.  On  sait  qu'une  fonction 
liomogène  de  l'ordre  m  des  variables  a:,  7^,  z, . . .  est  celle 
<iai  se  trouve  multipliée  par  le  facteur  g'"  quand  on  change 
respectivement  les  variables  en  gx,  gj^  gz^ 

Posons y^=ux^  d'où  dy  =  u dx  -f-  x  du. 

Les  fonctions  M  et  N  seront  égales  à  x^  multiplié  par  des 
fondions  de  1/5  et  l'équation  divisée  par  x^  prend  la  forme 


ou 


ou 


Y  {u)dx  -\-f(u)  {udx  -{-  xdii)  =  o, 
[F(m)  -4-  u/{u)\  dx  -4- x/{u)  du  =  o, 


dx  f(u)du         __ 

X  ■^F(«)-f- !//(«)  •~^' 


^ les  variables  sont  séparées. 
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On  en  déduit 


d'où 


^^_  r   /{u)du 


(f  désignant  une  fonction  connue. 

Il  est  facile  de  reconnaître  que  toutes  les  courbes  renfer- 
mées dans  cette  équation,  et  correspondant  aux  diverses 
valeurs  de  la  constante  c,  sont  semblables  et  ont  l'origine 
pour  centre  de  similitude. 

En  effet,  si  l'on  mène  par  ce  point  une  sécante  quel- 
conque, les  abscisses  des  points  de  rencontre  avec  ces  diffé- 
rentes courbes  sont  entre  elles  comme  les  valeurs  des  con- 

S  tantes  correspondantes,  puisque  le  rapport  ~  est  le  même; 

les  distances  à  Torigine  sont  donc  aussi  dans  le  rapport  de 
ces  constantes,  et,  par  conséquent,  toutes  ces  courbes  sont 
semblables  et  ont  l'origine  pour  centre  de  similitude. 

Le  premier  membre  est  devenu  une  différentieUe  exacte, 
en  le  divisant  d'abord  par  x^^  puis  par 

x[¥{u)-^u/{u)l     ou     xf(J)+j/(J). 

Donc,  en  somme,  il  a  été  divisé  par  Mx  -h  ISy. 

Ainsi  le  facteur  propre  à  rendre  le  premier  membre  im- 
médiatement intégrable  est  rrr —  •  Si  Mdx-h^dj  était 

une  différentielle  exacte,  r^ rr—  et  i  seraient  deux  fac- 

'  Ma:  -\-  Nx 

teurs  qui  rendraient  le  premier  membre  intégrable^  leur 
rapport  serait  donc  égal  à  une  constante,  et  l'intégrale  géné- 
rale serait,  par  conséquent,  Mx  +  Nj^  =  c. 

109.   L'expression  — -zr-^  étant  une  différentielle 
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exacte,  la  condition  connue  conduit  à  1  équation 

rfM  </M  rfN  rfN 

da:        ^  df   __      dx        -^  dx 
M  —  N 

Ainsi,  quelle  que  soit  la  fonction  homogène  M  du  degré  w, 


X -H  Y 

.1  •  dx  dy  ^  j, 

1  expression rj= ^  est  constante.  Un  en  connaîtra 

la  valeur  en  prenant  la  fonction  particulière  x*",  et  Ton 
trouve  m.  Donc  on  aura  généralement 

et  l'on  retrouve  ainsi  le  théorème  des  fonctions  homogènes. 

HO.  Premier  exemple.  —  Soit 

[ax '\- by)dx-=^[mx -h  nx)dx* 
En  posant 

y"=iux^     d'où     dy  r=.  u  dx  '\-  X  du  ^ 

V'       .•  '     dy        ax  -h  by    ^     ,  .  , 

1  équation  proposée  -;-  =  -^ deviendra 

*  '^      '^  iix        mx  -f  ny 

du        a 'h  bu  du        a --h  (b  —  m)  u  —  nu^ 

«  +  j:-7-  = î      ou     X -r- = î , 

€ix       m-h  nu  dx  m  -h  nu 

d'où  Ton  tire 

dx  m  -\-  nu 

=  77 : ;  du  ; 

,x         a  ^  [b — m)u  —  nu^ 

les  variables  étant  séparées,  on  intégrera  les  deux  membres, 
^^  qui  n'offirîra  aucune  difficulté.  On  remplacera  ensuite  u 

par  -,  et  l'on  aura  l'intégrale  générale  de  l'équation  pro- 
posée. 
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m.  Deuxième  exemple,  —  Soit 


xdy — y  dx  =zdx  \Jx*  -h  ^* . 

Cette  équation  étant  encore  homogène  relativement  à  x 
et  j^,  on  posera  j^  =  ux^  et  l'on  obtiendra,  toute  réduction 
faite, 

dx  du 

xduz=  dx  \J  \  -\-  u\      ou     ~  =^  ~r  ^ 

intégrant  les  deux  membres ,  et  désignant  par  c  ime  con- 
stante arbitraire,  il  vient 


X 

c 
d'où 


log  -  =  log(«  +  v'i  -t-  «')> 


On  en  tire  successivement 

x^=zc{y  -\-  y^x-'-t- j=»),     (x'—  cjY=.c^[x^'i-y'^) 
et  enfin 

112.  Troisième  exemple.  —  On  peut  quelquefois,  par 
une  transformation  simple,  rendre  homogène  une  équation 
qui  ne  Test  pas.  Soit,  par  exemple, 

[ax  -h  by  -]-  m)dxz=z  (^px  -\-  qjr  -h  n)dy\ 

pour  faire  disparaître  les  termes  indépendants  de  x  et  /? 
soient 

ar  =  y  4-  a,     X  z=.y'  -h  6,     d'où     dx  z=z  dx\     dy  z=  dy\ 

et  déterminons  a  et  6  par  les  deux  conditions 

aa -h  ^6 -f- 'w  =  o,    />a -f- ^yê  +  w  =o. 
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^ui  donnent 

nb  —  mq  mp  —  pa 

«= 7— V      0= 7-"' 

aq  —  op  aq  —  àp 

3t  supposons  d'abord  que  Ton  n*ait  pas  aq  —  bp  =z  o.  Ué- 
juation  proposée  se  trouvera  ramenée  à  la  suivante  : 

^ui  est  homogène,  et  que  Ton  intégrera  comme  précédengi- 
nient^  puis  on  remplacera  x*  eX  y'  par  x  —  a,  y — S; 
mais  cette  transformation  serait  impossible  si  Ton  aVait 
aq  —  hp-=i  o.  Dans  ce  cas,  Téquation  proposée  devient,  en 

remplaçant  q  par  'sa  valeur  —  j 

[ax-^  by){^adx — pdy)  z=za[ndy  —  mdx). 
On  jposera  alors 

-                      1»    •        .          ^2  —  ^  dx 
ax-^-  bjr  =  Zf     d  ou     dy  = , 

et lelimination  de j^  donnera 

«^= {''''+ P')dz 

an^  mb  H-  {b  -\-p)z 

les  variables  étant  séparées,  le  problème  est  ramené  à  celui 
des  quadratures. 

Dans  le  cas  général,  on  aurait  encore  pu  rendre  l'équa- 
tion homogène,  en  posant 

ax  -^  by  -h  m  =  t,    px  -h  qy  -^  nz=:  u^ 

d'où  Ton  tire 

qdt  —  bdu  a  du  —  p  dt 

dx=i — 5      dy  ^z -; — , 

aq  —  op  aq  —  bp 

^t  l'équation  proposée  se  trouve  transformée  dans  la  sui- 
^^Qte,  qui  est  homogène  : 

(jwi  -f-  qt)  dtzrz  (att  -h  bt)  du* 
Calcul  inf.  D.  —  H.  H 
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i  13.  Prenons  pour  application  géométrique  uiiie  question 
qui  a  beaucoup  occupé  les  géomètres  k  l'origine  du  Calcul 
intégral,  et  qu'ils  appelaient  le  problème  des  trajectoires. 
n  s'agit  de  trouver  une  courbe  qui  coupe,  sous  un  angle 
donné,  toutes  celles  qjoi  sont  renfermées  dans  une  équation 
donnée 

dans  laquelle  le  paramètre  a  peut  prendre  toutes  les  valeurs 
possibles. 

Si  l'on  désigne  par  m  la  tangente  de  l'angle  donné,  par 
a',  j' les  coordonnées  d'un  point  quelconque  du  lieu,  et 
par  a  l'angle  que  forme  avec  l'axe  des  x  la  tangente  à  la 
courbe  donnée ,  on  devra  avoir 

(2)  /n=~ 


dr' 
14-^tanga 


Or  l'équation  (i)  donne 

dF 
dx' 

l'équation  (a)  deviendra  donc 

[dF  _dY  dy\_dl^dy  _dY_ 

^^  "^  \dy        dx'  dx')        df  dx'        dx'  ~    ' 

et,  conmie  on  a  en  même  temps 

F(xS/,  fl)=:0, 

si  l'on  élimine  a  entre  cette  équation  et  l'équation  (3),  oï* 
aura  une  équation  entre  les  coordonnées  d*un  point  quel*' 
xîonque  du  lieu. 

Examinons  en  particulier  le  cas  où  l'équation  (i)  est  àfi 
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la  forme 
on  Mira 

etréqaatîon  (3)  deviendra 


.^\_„v-.^ 


en  éliminant  a  entre  cette  équation  et  la  première,  on 
obtient 

(5)  minx-Jhpy-^  —  m^+;?j  =  o, 

éijoation  homogène  qu'on  intégrera  sans  difficulté. 

I®  Supposons,  par  exemple,  n  =:  p  =  i ,  l'équation  don- 
née (4)  devient 

et  représente  toutes  les  droites  qui  passent  par  l'origine. 
L'équation  (5)  devient 

m{xdx  -^-yda:)  —  x dy  -\'  y  dx z=i  o. 

On  reconnaît  ici  que  le  premier  membre  devient  une  diffé- 
featielle  exacte,  en  la  divisant  par  x^  -i-y*.  On  aura  donc, 
en  intégrant, 

1  Y 

m  1  («'  -H^*)'  —  arc  tang  ~  =  c. 

Si  Ton  passe  à  des  coordonnées  polaires,  en  posant 

armrcosÔ,     r  =  ^sinO, 

on  trouve 

mlr=0'4-c, 

rz=ze  "»  , 

II. 
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OU,  en  faisant  e^  =  c', 


On  obtient  ainsi  une  infinité  de  spirales  logarithmiques 
semblables,  ayant  le  même  point  asymptote. 

2®  Supposons  m  =  00 ,  ce  qui  donne  des  trajectoires 
orthogonales;  l'équation  (5)  se  réduit  à 

d*où  Ton  tire 

Suivant  que  n  et  p  seront  de  mêmes  signes  ou  de  signes 
contraires,  cette  équation  donnera  une  infinité  d'ellipses 
ou  d'hyperboles  semblables,  et  qui  seront  les  seules  courbes 
jouissant  de  la  propriété  de  couper  à  angle  droit  toutes  les 
paraboles  ou  les  hyperboles  renfermées  dans  l'équation 

Si  Ton  a,  de  plus,  w  =  /?  =  i ,  la  trajectoire  a  pour  équa- 
tion 

^*  -f-  ^*  =:  C, 

ce  qui  donne  un  cercle  quelconque  ayant  pour  centre  le 
point  de  concours  des  droites  représentées  par  l'équatioa 
donnée 

Si  7z  =  —  P  =  1 9  les  courbes  données  ont  pour  équatioiB. 

7^  =  - 1  et  sont  toutes  les  hyperboles  équilatères  ayant  pour" 

asymptotes  les  axes  de  coordonnées.  Les  trajectoires  ont^ 
pour  équation  générale  x^  —  ^*=  c?  et  sont  toutes  les  hy- 
perboles équilatères  ayant  pour  asymptotes  les  bissectrice^ 
des  angles  des  asymptotes  des  premières. 
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114.  Equation  linéaire*  —  On  peut  encore,  par  un 
changement' de  variables ,  intégrer  l'équation  linéaire  du 
premier  ordre 

djr  •+•  ILy  «te  +  Xi  iir  =  o. 

Soit  j-  =  Mzj  u  et  ^  étant  des  fonctions  de  x  indétermi- 
nées, on  aura  dj=^udz  -\-  z  du^  et  en  substituant, 

udz  -h  zdu  -h'Kuzdx  -f-X|^4:  =  o. 

On  peut  déterminer  d'abord  u  d'après  la  condition 
du-i-Hu dx  =  o,  et  il  en  résiJtera  m rf-z  -I- Xt rfj:  =  o.  Or 
les  variables  se  séparent  dans  l'avant-demière,  en  divisant 

par  u\  ce  qui  donne h  X  rfo:  =  o. 

En  intégrant,  il  vient  logu  +/X  dx  =  o,  la  constante 
ubitraire  étant  comprise  dans  l'intégrale  indéfinie. 
On  tire  de  là  u  =  e""'^*''*^  substituant  dans  l'équation 

ttiz  -H  Xi  rfx  =  o,  il  vient  .^ 

c""^*^«fe.-f-Xi€£r  =  o,    d'où    z  =  — /Xy^^rfr  +  C, 

C  étant  la  constante  arbitraire  relative  à  la  nouvelle  inté- 
grale, qui  sera  prise  à  partir  de  teUe  limite  que  l'on  voudra. 
On  aura  ainsi 

La  constante  arbitraire  de  fXdx  disparait  d'elle-même 
Recette  expression,  et  il  n'en  reste  qu'une,  comme  cela  doit 
^.  On  retrouve  ainsi  l'intégrale  déjà  donnée  par  une 
<Qte  méthode. 

118.  Equation  de  BernoulU.  —  On  peut  ramener  à 
l'équation  linéaire  la  suivante,  qui  a  été  traitée  d'abord  par 
I^cques  Bemoulli  : 

dy  -^Xydy^ X,y'+' da: 


I 


i64 


oUi 


co- 


faisa»^ 


jh  s^r.  C 


d'oM 


V'on 


ùie 


>ar 


aboie*  ou 


tion 
ce  ^  A^  co»e^ 

Si"**'" 
<» .  et  »°^ 
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connait  une  int^ale  particulière,  au  moyen  d'une  trans- 
formation très-simple,  employée  par  Euler. 
Soit,  par  exemple, 

dy  "h  Xj€ir  =  X|  j'^  -4-  Xj  dx. 

Cette  Àpiation  a  de  plus  que  la  précédente  le  terme  Xt  dx  \ 
mais  lexposant  7i  +  i  a  la  valeur  particulière  2.  Supposons 
qae  z  soit  une  fonction  de  x  qui  satisfasse  à  cette  équation 
sans  renfermer  de  constante  arbitraire,  et  posons  j^= ^  -f-  u, 
u  étant  une  fonction  inconnue  de  x.  En  ayant  égard  à  l'é- 
quation 

dz  4-  Xz  d[»  =  X|  3*  //x  -4-  X2  ctr, 

^  a  lieu  par  hypothèse,  il  restera 

€fl«  -h  (X —  2ZX|)  I£fitrz=:X|  U^dx. 

Cette  équation  étant  renfermée  dans  celle  qui  vient  d'être 
miégrée,  on  en  tirera  la  valeur  de  u,  avec  une  constante 
arbitraire,  et  l'on  connaîtra,  par  suite,  la  valeur  générale 

dej. 

Si  l'on  n'avait  pas  tz  +  i  =  2  ,  la  même  substitution 
^ait  encore  disparaître  Xs  dx^  mais  elle  introduirait  de 
W)tt?elles  puissances  de  y  qui  ne  permettraient  plus  d'in- 
%er  la  transformée. 


»•••< 
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CHAPITRE  VI. 

ÉQUATIONS  DU  PREMIER  ORDRE,  DANS  LESQUELLES 

LA  DÉRIVÉE  ENTRE 
A  UN  DEGRÉ  SUPÉRIEUR  AU  PREMIER. 


116.  Si  réquatîon  renferme  ^  à  des  puissances  supé- 
rieures à  la  première,  et  qu'elle  puisse  être  résolue  par  rap- 
port à  cette  quantité,  on  aura  ainsi  plusieurs  équations  de  la 
forme  l?dx  H-  Qrfj^  =  o  que  Ton  tâchera  d'intégrer.  Soient 
?  (j^î  y^  c)  =  o,  Çi  («^9  jTi  c')  =  o,. .  .p  ces  diverses  inté- 
grales, dans  lesquelles  c^  c^,.,.  désignent  des  constantes  ar- 
bitraires ;  toutes  les  solutions  de  l'équation  proposée  seront 
renfermées  dans  la  suivante  : 

On  pourra  effectuer  les  calculs  en  considérant  la  constante  c 
conune  la  même  dans  les  différents  facteurs  5  car,  comme  ils 
ne  doivent  être  égalés  à  zéro  que  séparément,  on  n'altère  en 
rien  les  solutions  en  représentant  les  constantes  par  la  même 
lettre. 

Soit,  par  exemple, 

±Y-a^  =  o,      d'Où     ^  =  ±a; 
da:  J  dx 

on  aura  les  deux  intégrales 

y  z=z  ax  -4-  c,     y"=^  —  ^«^  -H  c', 

et  l'intégrale  complète  sera 

(r  —  ax  -h  c)  (j  4-  cix  -*-  c')  sro, 
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OU,  ce  qui  est  plus  simple,  sans  être  moins  général, 

{jr  —  ax  —  c)  (/•  -h  flx  —  c)=  o,     ou     (jr  —  c)^  —  a*«'  =  o. 

Supposons  plus  généralement 


F 


m=- 


et  soit  a  une  racine  quelconque  de  l'équation  F  (^)  =  o  ;  on 
satisfera  à  la  proposée  en  posant 

dr                                                            Y  —  c 
---=:«,     ou     y  =s  ««  4-  c,     ou     =  a. 

On  a  donc,  pour  une  intégrale  quelconque, 

et,  par  conséquent,  cette  dernière  équation  est  l'intégrale 
complète  de  la  proposée. 

117.  Soit  maintenant  une  équation  différentielle  de  degré 
quelconque,  homogène  par  rapport  à  a:,  j^, 

(i)--Kî)(ir--^(s)=»- 

On  posera 


X 


d'où 
et 


dy  ■=:^  X  du '\-  u  dx. 


dr  du 

—  r=  a  -+-  X  — 

€ix  dx 


^  proposée  devient  ainsi 
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et  il  en  résulte  m  valeurs  de  u  -i-  x  —  en  fonction  de  u. 
Pour  chacune  d'elles  on  aura  une  équation  de  la  forme 

d'où  Ton  tire 

dx  du 


et  les  variables  sont  séparées, 

118.  Lorsque  Téquation  ne  peut  être  résolue  par  rapport 

dv 

k-j-%  eX  qu'elle  peut  Tétre  par  rapport  à  ^  ou  x,  on  a  à 
considérer  l'une  des  deux  formes  générales 

dy 
p  désignant  le  rapport  différentiel  -j-  •  Dans  l'un  et  l'antre 

cas,  la  dijQTérentiation  conduit  à  une  équation  du  premier 
ordre  entre  deux  variables  p  et  x,  ou  p  et  y.  Si  Ton  peut  (en 
trouver  une  intégrale  première  dans  laquelle  ne  rentre  pas 
la  proposée,  on  éliminera  p  entre  elle  et  l'équation  propo- 
sée, et  l'on  aura  l'intégrale  générale  chercbée.  Ce  procédé 
conduit  à  une  simple  quadrature  lorsque  le  second  membre 
ne  contient  que  la  variable  p, 

119.  Si  l'équation  a  la  forme 

la  difîerentiation  donne 

X dx  =1^  {p)  dx  -h  xY'  {p)  dp  +/'  {p)dp. 

Cette  équation,  étant-du  second  ordre,  a  deux  intégrales  du 
premier  :  l'une,  qui  coïnciderait  avec  la  proposée  augmen- 
tée d'une  constante;  l'autre  que  l'on  obtiendra  par  de 
simples  quadratures,  en  observant  que  cette  équation  est 
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linéaire  par  rapport  à  a;  et  dx.  Éliminant  p  entre  cette  in- 
t^ale  et  l'équation  donnée,  on  aura  l'intégrale  générale, 
et  Ton  en  déduira  les  intégrales  singulières  d'après  la  théorie 
exposée  précédemment. 

120.  Dans  le  cas  particulier  où  F  {p)  =  p,  on  a 

X=:pX'^/{p);     '• 

en  différentiant,  il  vient 

o=[x-\-jr{p)]dpi 

^^tion  à  laquelle  on  satisfait  de  deux  manières. 

Si  Ton  pose  dp=o^ïL  vient  j9  =  c,  et  éliminant  p^  on  a, 
pour  l'intégrale  générale, 

Si  Ton  pose  x-f-/'  [p)  =  o^  et  que  Ton  élimine  p  entre 
cette  équation  et  la  proposée,  on  aura  Tînlégrale  singulière  5 
car  la  valeur  de  p  tirée  de  la  dernière  équation  sera  une 
fonction  de  x,  et  l'élimination  conduira  au  même  résultat 
qu'en  substituant  cette  fonction  de  a:  à  c  dans  l'intégrale 
générale  :  la  solution  qu'on  obtient  ne  résulte  donc  pas 
d'une  valeur  particilliibre' attribuée  à  la  constante. 

On  voit  d'aiUoi^qlj^'âyuniner  p  entre  x  4-/'  (p)  =  o  et 
y  z=s  px  4-/(/îlJi|3â*^  4  éliminer  c  entre 

X'hf^(ff)z==o    et    jrzrzcx-hfic); 

et  comme 'À  +/'  (^)  est  la  dérivée  de  ex  4-/(0),  par  rap- 
port à  c,  on  parviendra  à  la  solution  singulière  de  l'équation 
dont  jr  =  ex  H-y  (c)  est  l'intégrale  générale. 

121 .  Nous  allons  appliquer  à  la  résolution  de  quelques 
cpettions  géométriques  le  procédé  que  nous  venons  de  faire 

^1     connaître. 


1. 


I'y2  LIVRE   IVt 

Soit  proposé  de  troiwer  une  courbe  telle,  que  le  produit 
des  perpendiculaires  abaissées  de  deux  points  fixes  sur 
une  quelconque  de  ses  tangentes  soit  constant. 

Désignons  par  2c  la  distance  de  ses  deux  points,  et  pari* 
le  produit  des  perpendiculaires  \  prenons  pour  origine  le 
milieu  entre  les  deux  points  donnés,  et  pour  axe  des  x  la 
droite  qui  les  joint  :  la  condition  donnée  conduira  immé- 
diatement à  Téquation 

*  = p^, 

le  signe  supérieur  correspondant  au  cas  où  les  deux  points 
sont  d'un  même  côté  de  la  tangente,  et  le  signe  infériew 
à  celui  où  ils  sont  de  côtés  différents/On  tire  de  cette  équar 
tion 


(i)  X  =px  -+-  V(c'  zt  b^)p''  ±L  b^  ; 

ce  qui  est  un  cas  particulier  de  Téquation 

y=zpx'¥-f[p). 
En  suivant  la  marche  indiquée  généralement,  on  trouve 

2)  dp\x-{--—^^  '  =    =o; 

posant  dp  =  o,  d'où  p=zoL^  en  désigilant  une  constante 
arbitraire,  puis  éliminant  p  entre  cette  dernière  équation 
et  Téquation  (i),  on  aura  l'intégrale  générale 


j  =  a:c  -f-  v/ic'  dz  b^)  a?  ±  b' ,, 

qui  représente  une  infinité  de  droites,  tangentes  à  la  courbe 
ayant  pour  équation 

(3)  (c'di  b'')y^±  «»»ar»  =ifc(c«=h  b^)  6»; 

d'où  l'on  peut  déjà  conclure  que  cette  courbe  est  la  solution 


lO' 
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singulière,  puisqu'elle  est  l'enveloppe  des  intégrales  parti- 
culières. 

Dans  le  cas  où  Ton  prend  les  signes  supérieurs,  elle  n'est 
antre  chose  qu'une  ellipse  dont  les  foyers  sont  les  deux 
jioints  donnés,  et  dont  le  petit  axe  est  égal  k  nb.  Si  Ton 
prend  les  signes  inférieurs,  les  deux  points  étant  de  côtés 
<lifierents  de  la  tangente,  les  perpendiculaires  sont  respec- 
tivement moindres  que  les  segments  de  la  droite  égale  à  2  c, 
d'où  résulte  c  >  i.  La  courbe  est  donc  alors  une  hyperbole 
ayant  pour  foyers  les  deux  points  donnés,  et  pour  axe  ima- 
gmaire  ab. 

Le  second  facteur  de  l'équation  (2)  doit  aussi  donner  la 
solntioii  singulière,  comme  cela  a  été  démontré  générale- 
ment. En  l'égalant  à  zéro,  on  a 

•        -.    ^(^^^•)    -- 

Éliminant  p  entre  les  équations  (i)  et  (4),  on  retrouve 

^'équation  (3),  comme  cela  devait  être. 

Dans  cette  question,  la  courbe  que  l'on  avait  en  vue  de 
déterminer  est  donnée,  non  par  l'intégrale  générale ,  mais 
par  la  solution  singulière^  ce  qui  montre  que  cette  dernière 
doit  toujours  être  cherchée  avec  le  même  soin  que  la  pre- 
ïuière. 

122.  On  donne  deux  parallèles^  et  sur  chacune  d'elles 

Un  point  fixe;  et  l'on  demande  l'équation  de  la  courbe 

telle,   qu'en  lui  menant  une  tangente  quelconque ,   les 

segments  déterminés  sur  chaque  parallèle  entre  le  point 

fixe  et  le. point  de  rencontre  ai^ec  la  tangente  donnent  un 

produit  constant  i*. 

Soit  2  a  la  droite  qui  joint  les  deux  points  fixes  ^  prenons 
Vorigioe  en  son  milieu,  l'axe  des  x  suivant  sa  direction,  et 
Vue  des  j  parallèle  aux  deux  lignes  données. 
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La  condition  donnée  fournit  l'équation 

Le  signe  +  du  second  membre  se  rapporte  au  cas  où  les 
deux  segments  seraient  d'un  même  côté  de  Taxe  des  x^  et 
le  signe  —  au  cas  où  ils  seraient  de  côtés  différents. 
On  tire  de  cette  équation 


jr  =px  +  ^tt^p^ZÏlb^^ 

d'où,  en  différentiaut. 


On  aura  l'intégrale  générale  en  posant 

dp 

-=o,     d'où    p  =  «, 

a  désignant  une  constante  arbitraire,  et  substituant  ot  à  ^ 
dans  l'équation  différentielle  de  la  courbe;  ce  qui  donne 


jT  =  «ar  -f-  ^a^a*±  ^. 

On  aura  la  solution  singulière  en  éliminant  p  entre  l'équa' 
tion  différentielle  de  la  courbe  et  la  suivante  : 

X  H =  o. 

Ce  calcul  conduit  à  l'équation 

qui  représente  une  ellipse  ou  ime  hyperbole,  rapportée 
im  système  de  diamètres  conjugués,  suivant  que  l'on  pren^ 
les  signes  supérieurs  ou  les  signes  inférieurs* 

L'intégrale  générale  représente  toutes  les  tangentes 
l'une  ou  à  l'autre  de  ces  deux  courbes. 
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i23.  Proposons-nous  encore  de  déterminer  la  courbe 
telle,  que  la  partie  de  chacune  de  ses  tangentes  inter- 
ceptée entre  deux  droites  rectangulaires  soit  égale  à  une 
quantité  donnée  a. 

En  prenant  les  deux  droites  rectangulaires  pour  axes  de 
coordonnées,  on  est  conduit  à  l'équation 

ap 

jrz=zpx^-—=.^ 

le  radical  comportant  le  double  signe.  On  trouve,  en  la  dif- 
{érentiant, 


«dp  I  ;v  H j  I  =  o. 


L'intégrale  générale  sera,  en  désignant  par  c  une  constante 

âibitraîre, 

ac 

on  obtiendra  la  solution  singulière  en  éliminant  p  entre 
l'équation  différentielle  de  la  courbe  et  la  suivante  : 

a 

X  H j  =  o. 

On  tirera  d'abord 

,       fii,  remis  dans  la  première,  donne 

drant  de  là  la  valeur  de  /?,  et  la  substituant  dans  la  précé- 
dente, on  parvient  à  l'équation 

lit 


I 


X 


•  +^»=«% 


iaoL  U  disclUBion  est  très-facile. 
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Nous  allons  démontrer  maintenant  que  cette  courbe  n'est 
autre  que  répîcycloïde  qui  serait  engendrée  par  un  point 

d'un  cercle  ayant  pour  rayon  j  et  roulant  intérieurement 

sur  un  cercle  de  rayon  a. 

En  ejQTet,  soit  OB  (^^.  5)  un  rayon  quelconque  d'un 
cercle  ayant  pour  rayon  a  \  décrivons  un  cercle  qui  ait  pour 
diamètre  6C,  moitié  de  OB,  et  prenons  l'arc  BM  égal  à 
l'arc  BA,  A  étant  un  point  fixe  du  premier  cercle  :  le  point  M 
appartiendra  à  l'épicycloïde  en  question,  et  il  s'agit  de  prou- 
ver que  la  partie  de  sa  tangente  au  point  quelconque  M, 
qui  sera  comprise  dans  l'angle  droit  YOX,  est  égale  à  a. 

Or,  la  normale  à  cette  courbe  étant  BM,  la  tangente  sera 
MC,  et  il  ÉBiut  prouver  que  Ton  a  US  =  a. 

Remarquons  pour  cela  que,  d'après  la  théorie  de  la  me- 
sure des  angles,  et  la  condition  AB  =  BM,  l'angle  BGM 
est  double  de  NOC ,  et  par  conséquent  NOC  =  CNO  \  d'où 

CN=:CO. 

On  prouverait  de  même  que  l'angle  LGB  est  double  de 
LOC,  et  que,  par  conséquent,  LOC==  OLC,  d'où  LC=OC 
et,  par  conséquent,  LN  =  a  •,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

124.  Equation  différentielle  de  la  développante  du 
cercle.  Son  intégration.  —  Désignant  par  a,  ê  les  coor- 
données d'un  point  quelconque  d'une  courbe  quelconque, 
et  par  x,  j  celles  du  point  correspondant  de  sa  dévelop- 
pante, on  aura  les  deux  équations 

djr  dot.         doL        a  —  a: 

dx  d^        d^        6  —  y 

Dans  le  cas  où  la  première  courbe  est  un  cercle,  on  a 

et  on  aura  l'équation  de  sa  développante  en  éliminant  a  et  ê 
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entre  ces  trois  équations.  La  dernière  donne 

doL  a 

qui,  combinée  avec  la  seconde,  donne 

ax  -f-  6^  =  a'» 
La  première  devient 

ax  . 

et  l'élimination  de  a  et  6  conduit  facilement  à  Téquation  du 
second  degré 

(i)  [x  dx -ir  jr dyY  =:  a^ [dx^ -\- dy% 

qui ,  résolue  par  rapport  à  j^  pourrait  être  traitée  par  la 
méthode  précédemment  indiquée ,  calcul  que  nous  n'effec- 
tuerons pas.  On  en  déduit  d'abord  une  relation  très-simple 

entre  l'arc  s  et  le  rayon  vecteur  r  mené  du  centre.  En  effet, 

puisque  x*-!-j'*=  r*,  on  a 

xdx  -\'y  dyz=.  rdr  ; 

déplus 

dx^  H-  dy^  r=  ds^  : 

on  obtient  donc  immédiatement 

rdr=:ads^ 

^ÎUatîon  que  Ton  trouve  directement  par  la  figtire;  d*où 
résulte 

7»=:2a^-f-C. 

^^  l'on  fait  commencer  les  arcs  à  partir  de  la  naissance  de 
**  développante,  on  aura  r  =  a  pour  5  =  0^  donc 

C  =  û'     et     r*  =  7.as  H-  a'. 

^  obtient  une  autre  formule  simple  entre  l'arc  de  la  déve- 

Cale.  in/.  D.^  IL  12 
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loppante  et  son  rayon  de  courbure  p^  qui  n'est  autre  chose 
que  l'arc  correspondant  du  cercle.  En  effet,  on  a  un  triangle 
rectangle  formé  par  le  rayon  vecteur  de  la  développante,  la 
tangente  au  cercle,  qui  est  le  rayon  de  courbure,  et  le  rayon 
du  cercle,  d'où  résulte 

r»  =:r  p'  -f-  a% 

et,  par  suite, 

p'  =  2.  as. 

Maintenant,  pour  intégrer  l'équation  (i),  nous  la  trans- 
formerons en  coordonnées  polaires  5  elle  devient  alors 

r^  dr^  =  a^  [dr''  +  r»  rfÔ»), 
d'où  l'on  tire 


dr  Jr^  —  a? 

dB  =  — y- , 

ar 

et,  en  intégrant, 

I     / a 

ô  =  -  i/r*--  a»  +  arc  sin  — h  C; 
a  ^  r 

faisant  commencer  les  angles  au  rayon  vecteur  égal  à  a^ 
on  a 

C= et     G  =  -  i//^  —  a}  —  arccos— 9 

équation  que  l'oh  trouve  à  la  seule  inspection  de  la  figura 
On  peut  déduire  l'équation  entre  x  et  r  en  la  mettait'^ 
d'abord  sous  la  forme 


a        I 


0  -h  arc  ces  -  =  -  >Jx^  +  r^  —  a^, 
/•        a  ^ 

puis  prenant  successivement  le  sinus  et  le  cosinus  des  deii-^^ 
membres  \  on  obtient  ainsi 


-  smO  -f-  cosÔ  i  /  I ^  =  sm -  yo;»  -f-^» —  à 

-cosô —  smô  i/  1 =:  ces -y 

t  y  r^  a^ 


o:^  4-  /*  —  a^ 
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Multipliant  la  première  par  sind,  la  seconde  par  cosd,  et 
ajoutant,  on  trouve  ~  pour  premier  membre,  et,  multipliant 
par  r,  on  obtient 

I  f '■ .  I  ; 

—  y ^'  -{-f^  —  a'  -hX  sm  -  ^x'  H-  ^'  —  a^  =:  a^ 


xcos 

a  ^  '  'a 


équation  que  Ton  trouverait  directement,  comme  nous  Ta- 
vons  déjà  dit,  vP  84,  en  projetant  Tabscisse  et  l'ordonnée 
sur  le  rayon  mené  au  point  de  contact  du  cercle  et  de  la 
tangente  mobile. 


12. 
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CHAPITRE  VIL 

ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  TOTALES, 


125.  La  première  question  que  nous  avons  traitée  dans 
le  Calcul  intégral  a  eu  pour  objet  de  trouver  une  fonction 
d'une  seule  variable ,  lorsqu'on  connaît  l'expression  de  m 
diâërentielle  au  moyen  de  cette  variable  seulement.  Nous 
avons  considéré  ensuite  les  fonctions  de  plusieurs  variables 
indépendantes,  et  nous  nous  sommes  proposé  de  les  déter- 
miner, connaissant  l'expression  de  leur  différentielle  totale, 
ou,  en  d'autres  termes,  de  toutes  leurs  dérivées  partielles 
du  premier  ordre.  Revenant  ensuite  au  premier  problème, 
nous  l'avons  étendu  au  cas  où  la  différentielle  par  rapport 
à  la  variable  indépendante  unique  renfermait  dans  son  es- 
pression  la  fonction  elle-même  mêlée  avec  la  variable  indé- 
pendante :  c'est  ce  qui  constitue  l'intégration  des  équations 
différentielles  à  deux  variables.  Nous  allons  maintenant 
étendre  de  la  même  manière  le  second  problème,  et  sup- 
poser que  la  différentielle  totale  de  la  fonction  inconnue  de 
plusieurs  variables  indépendantes  renferme  la  fonction 
mêlée  avec  ces  variables.  Les  équations  qui  donnent  une 
pareille  expression  à  la  différentielle  de  la  fonction  cherchée 
se  nomment  équations  différentielles  totales.  Nous  nous 
bornerons  à  celles  qui  renferment  trois  variables. 

Leur  forme  la  plus  générale  est 

(i)     Vdx  -^(^dy  ^l^dzz=o,     ou     dx=:—>^dr—^dz\ 

X  sera  considéré  comme  la  fonction  des  variables  indépen- 


} 


IKTÉGUATIOK    DES    ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES.         l8l 

dantes  j^,  z,  et  la  difTércntielle  totale  de  x  renfermera  à  la 
fois  cette  fonction  et  les  variables  indépendantes,  P,  Q,  R 
étant  des  fonctions  quelconques  de  x^y^  z. 

Si  l'on  connaissait  la  valeur  de  j:  en  j^  et  z^  en  la  remet- 

tant  dans  ces  trois  fonctions,  —  ^  et  —  —  seraient  identi- 
quement les  dérivées  partielles  de  x  par  rapport  kj  et  z. 
Donc,  d'abord,  si  Ton  cherche  la  fonction  la  plus  générale 
de  y  qui  satisfasse  à  la  condition  que  sa  dérivée,  par  rap- 
port à  y,  soit  —  ^^  ^  étant  considéré  comme  une  constante, 

la  valeur  cherchée  de  x  sera  renfermée  dans  celle  que  Ton 
aura  ainsi  déterminée  ;  et  il  ne  restera  plus  qu'à  l'assujettir 
â  satisfaire  à  la  seconde  condition. 

11  faut  donc  d'abord  intégrer  l'équation 

dx  O 

--  =  — -p^,    ou  Pc?j:H-Qé//  =  o, 

dans  laquelle  z  est  une  constante.  Ce  problème  rentre  dans 
la  théorie  précédente  -,  et,  en  le  supposant  résolu,  on  aura 
une  équation  D  =  o  entre  x^  j^  z^  C  ;  C  désignant  une 
quantité  arbitraire ,  indépendante  de  x^  j",  mais  qui  peut 
renfermer  z  d'une  manière  quelconque  \  et  il  s'agit  main- 
tenant de  déterminer  G,  s'il  est  possible,  de  manière  que 
la  dérivée  partielle  de  x,  par  rapport  à  z,  soit  identique- 

Uttnt  —  -p  9  au  moins,  lorsqu'on  aura  substitué  à  x  sa  valeur 

tirtedeU  =  o. 

DiSiSrentiant  l'équation  U  =  o,  en  traitant  y  comme 
constant,  il  vient 

rfU       dH  ldx\       d\J  dC 


dV    ,    d^  /dx\ 
dz        dx   \dz  ) 


H —  =  o  : 

dC  dz 


tt  substituant  à  —  la  valeur  —  —  qu'il  doit  avoir,  il  sera 
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nécessaire  et  suffisant  de  satisfaire  a  l'ëquation 

dV       R  dV       dV  dC  i- 

^    '  dz        V  dx        dC   dz  ' 

dans  laquelle  x  est  censé  remplacé  par  sa  valeur. 

Mais,  comme  C  ne  doit  pas  renfermer  y,  il  est  néces- 
saire que  la  substitution  de  x  dans  cette  équation  en  fasse 
disparaître  j^.  Si  cela  n'a  pas  lieu,  le  problème  est  impos- 
sible; et,  si  cela  a  lieu,  on  a  une  équation  diflférentielle  du 
premier  ordre  entre  C  et  z.  Son  intégrale  générale  renfer- 
mera une  constante  arbitraire  ;  et  reportant  la  valeur  de  C, 
qu'on  en  déduira,  dans  Téquation  U  =  o,  on  aura  l'équation 
qui  détermine  x  de  manière  à  satisfaire  aux  conditions 
proposées. 

On  voit  que  la  question  n'est  pas  toujours  susceptible 
d'une  solution,  et  que,  quand  elle  en  a  une,  l'intégrale  est 
donnée  par  une  équation  entre  o:,  j^,  ^,  qui  renferme  une 
constante  arbitraire,  et  que  l'on  obtient  par  l'intégration 
de  deux  équations  du  premier  ordre,  à  deux  variables. 

126.  Il  suit  de  là  que,  quand  la  question  proposée  est 
possible,  l'équation  différentielle  résulte  de  l'élimination 
d'une  constante  arbitraire  entre  une  équation  à  trois  va- 
riables et  sa  différentielle  totale  égalée  à  zéro  ;  et  cette  con- 
sidération va  nous  conduire  à  une  proposition  importante. 

Soit  V  =  C  l'intégrale  de  l'équation  (i)  résolue  par  rap- 
port à  la  constante  arbitraire  C.  En  la  différentiant,  l'éli- 
mination de  C  se  trouvera  effectuée,  et  le  résultat  sera 
identiquement  le  même  que  si  l'élimination  s'était  faite 
autrement. 

L'équation 

i^\  ^V^         dV  ^         dV  ^ 

[ô  )  --—  dûs  -{-  .-—  dy  -^ — -^  dz  =  o 

dx  dy  dz 
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devra  donc  être  identique  avec  Téquation  (i),  lorsqu'on 
aura  réduit  le  coefficient  de  la  même  difTérentielle ,  par 
exemple  de  dx^  à  avoir  la  même  valeur  de  part  et  d'autre. 

Multipliant  donc  l'équation  (i)  par—?  elle  deviendra 

identique  avec  (3),  et  son  premier  membre  sera,  par  consé- 
quent la  différentielle  exacte  d'une  fonction  V  des  trois 
variables  indépendantes  x^  y^  z.  D'où  se  tire  cette  consé- 
quence, que,  lorsque  la  question  admet  une  solution,  le 
premier  membre  de  l'équation  donnée  déifient  une  diffé- 
rentielle exacte  quand  on  le  multiplie  par  une  certaine 
fonction  des  trois  variables. 

Soit  fjt  le  facteur  tel,  que  fxP  dx  -H  /xQ  dy  H-  ^R  dz  soit 
une  différentielle  exacte  \  on  aura  les  trois  conditions  sui- 
vantes : 

£/.f*P       f/.ptQ       rf.^P       <f.fAR       </.ptQ rf.fxR 

■  ^"~       ■■■  ■-,     _____       '  ,     __^_^  —  -y 

dy  dx  dz  dx  dz  djr 

OU,  en  les  développant, 

dV       ^dfjL  dQ        ^da 

dV  du  _     dR  du. 

dz  dz  dx  dv 

dQ        ^  du.  dR        ^  da 

f*-r  ^-Q:}~==P3-"^R-^• 
*^  ^z  dz  dy  dy 

SiFon multiplie  la  première  par  R,  la  deuxième  par — Q, 
la  troisième  par  P,  qu'on  les  ajoute  ensuite  et  que  l'on  sup- 
prime le  facteur  f*,  on  devra  avoir  identiquement 

Usera  donc  inutile  de  chercher  à  résoudre  la  question  quand 
cette  identité,  facile  à  vérifier,  n'aura  pas  lieu. 
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Réciproquement,  toutes  les  fois  qu'elle  aura  lieu,  la  ques- 
tion admet  une  solution^  car  nous  allons  démontrer  que, 
dans  ce  cas,  le  premier  membre  de  l'équation  (2)  devient 
indépendant  de^  quand  on  en  élimine  x. 

Mais,  pour  plus  de  simplicité,  nous  supposerons  que 
rëquation  U  =  o  ait  été  résolue  par  rapport  à  la  constant 
C,  et  soit  remplacée  par  U  =  C,  ce  qui  ne  changera  riei 
aux  conditions.  L'équation  (  2  )  se  change  alors  en  la  sni   ^ 
vante  : 

'd^~^T~di-''' 

et  il  faut  toujours  que  la  substitution  de  a:  en  fasse  dr==-^ 
paraître  y. 

Soit  (^  le  facteur  qui  rend  P  rfo:  H-  Q  rfy*  différenlî^^jf/'g 
exacte  ^  on  a 

vT?dx-\-  vQ^dx  =  d\] 

et 

La  quantité  qui  ne  doit  plus  renfermer  j-  est 

dV 

dV       ^  dx  dV  ^ 

^"^T     ^^     ^-^^' 


a 


et  il  suflSt  d'exprimer  que  sa  dérivée  par  rapport  à  jr  esf  -^^ 
nulle,  en  considérant  x  comme  une  fonction  de  jr^  dont  1 

dérivée  partielle  par  rapport  à  r  est  —  ^  •  On  obtient  ains 


d_ 
dz 


dy        dz  dx  P        "  \dx         du  V)  \df        dlr  P  j  "" 

JTT 

En  multipliant  par  P  et  observant  que  —  =  l'Q, 
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—^  =  f/P,  les  deux  premiers  termes  deviennent 
ou,  en  développant, 

d    la    dernière    partie   R(P-tÎ^  —  Qt")    *^   réduit   à 

Xli'  I  —  —  —  I  :  la  condition  précédente  devient  donc,  en 
supprimant  le  facteur  commun  i/, 

équation  qui  ne  diflëre  pas  de  Téquation  (4)*  Donc  cette 
équation,  déjà  démontrée  nécessaire,  est  en  même  temps 
suffisante  pour  que  la  question  proposée  admette  une  so- 
lutioD. 

On  procéderait  d'une  manière  semblable  dans  le  cas  où 
^^  nombre  des  variables  serait  plus  grand. 


■■■■ 
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CHAPITRE  VIII. 

DES  ÉQUATIONS  LINÉAIRES  D'UN  ORDRE  QUELCONQUE. 


127.  On  appelle  ainsi  celles  dans  lesquelles  la  fonction 
cherchée  et  ses  dérivées  jusqu'à  Tordre  m  n'entrent  qu'au 
premier  degré,  et  ne  se  multiplient  pas  entre  elles.  Leur 
forme  générale  est 

A, . . . ,  TJ,  V  étant  des  fonctions  quelconques  de  x.  Ces 
équations  jouissent  d'une  propriété  remarquable,  lorsque 
le  dernier  terme  V  manque.  Elle  consiste  en  ce  que  la 
somme  de  plusieurs  solutions  forme  encore  une  solution  de 
la  même  équation. 

Soit,  en  effet,  Téquation 

^    '  dx'"  djc"'-^  d.x  "^ 

Si  Yi-i  Jî-)'  '  --ijm  sont  des  fonctions  qui  satisfassent  à  cette 
équation,  on  aura 


d'^r^  d"*-\rx  ,       dx\       __     __ 


d"'y^  d'"-^!  r^dy^       ^ 

dar  dx"'-'  dx 


Ajoutant  ces  équations,  on  aura  le  même  résultat  q^e 
si  Ton  substituait  j>^i  -f- jKt  -+-  •  •  •  -^Jm  à  y  dans  (a).  \^^^ 
la  somme  d'un  nomhre  quelconque  de  fonctions  deX  (j^ 
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satisfont  à 'l'équation  [2)  forme  encore  une  solution  de 
cette  équation;  et,  par  conséquent,  si  Von  connaissait  un 
wiombre  m  d* intégrales  particulières  renfermant  chacune 
me  constante  arbitraire,  leur  somme  serait  l'intégrale 
générale. 

On  observera  d'ailleurs  que,  si  une  valeur  de j^  est  connue, 
on  peut  la  multiplier  par  une  constante  arbitraire,  sans 
qu'elle  cesse  de  satisfaire  \  de  sorte  que,  si  les  m  fonctions 
^'h/îv-M  Jm  satisfont  à  Téquation  (2),  son  intégrale 
sera 


X  =  Ci  Xi  4-  €2X2  H- . .  .  -f-  c«r, 


m* 


c„Cs,...,  c^  désignant  des  constantes  arbitraires,  et  en  sup- 
posant qu'on  puisse  les  déterminer  de  manière  que,  pour 

nne  valeur  quelconque  de  a:,  les  valeurs  dej^^  y-v'-i         ', 
soient  tout  à  fait  arbitraires. 

128.  Lorsque  Ton  aura  à  intégrer  l'équation  (i),  on  com- 
inencera  par  chercher  à  intégrer  l'équation  (2)  qui  est  plus 
facile.  Si  Ton  y  peut  parvenir  complètement,  nous  allons 
niontrer  comment  on  en  peut  déduire  l'intégrale  générale 
de  l'équation  (i). 

Soit 

l'intégrale  générale  de  l'équation  (2)  quand  on  considère 
C],  Ct,. . .,  c^  comme  des  constantes  arbitraires.  Il  est  évi- 
dent qu'on  peut,  d'une  infinité  de  manières,  substituer  à 
^s  constantes  des  fonctions  de  x  telles,  que  l'on  obtienne 
l'mtégrale  générale  de  l'équation  (i)-,  et  nous  allons  voir 

^el'on  peut  en  avoir  une  détermination  qui  n'exige  que  de 

ônples  quadratures. 
£a  différentiant  l'expression  ci-dessus,  on  obtient 

^y  =  c.rfTi  +  C2 djt  -h...-4-ra, rfr„-Hji  rfc,-4-jjéfc,  -f-...-i-^m dc„. 


t. 
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Or  on  peut  assujettir  Ci,  Ci,...,  c^  à  la  condition 

y\  dCx  -f-Ja  ^C,  -+-...  -h  ^-^  dCg,  =12  O, 

et  il  en  résulte 

On  diiTërentiera  cette  nouvelle  équation,  et  l'on  égalera 
encore  à  zéro  rensemble  des  termes  qui  contiendront  les 
différentielles  rfcj ,  rfc,, . . . ,  rfc.,  ;  et  Ton  continuera  ainsi 
jusqua  rf"*~*j^  inclusivement  :  on  aura,  de  cette  manière) 
m  —  I  équations  entre  les  différentielles  rfci,  ^c,,...,  (/c, 
et  des  fonctions  connues.  Substituant  ensuite  dans  l'équa- 
tion (i)  les  valeurs  de  j^,  ^Jf*-^  ^"IXî  ^^  ^^^^  ^^^^  dernière 
équation  qui ,  jointe  aux  premières ,  déterminera  complè- 
tement les  inconnues  Ci,  Ct,...,  c^. 

Ces  m  équations  sont  les  suivantes  : 

Xt  dci   -+-  jndCi  -h  . . .  H-  7«Éfc«  =  o, 
dXi  dct  -4-  é(r,ûfc,  -h . . .  -}-  df^  dc^  =  o, 


^*"'rt  dc^  4-  d'^y^dc^  4- . .  .  -f-  ^*"'/«  dc^  =  O, 

et  il  faut  bien  remarquer  que  ces  équations  peuvent  aYOtf 
lieu  en  même  temps  si  Ton  est  parti  dé^'intégrale  général^ 
de  Téquation  (a).  En  efï'et,  les  coefficîe|Bi|J  de  rfci,...,^^*» 
sont  précisément  ceux  que  Ton  aurait  pour  Ci,. . .,  C|»  daP^ 

d'Y  //"* —  '  V" 

les  expressions  de  r,  --^  »  •  •  •  ?  —. — f-»  en  désignant  par  Tf 

dx  dx^   ' 

l'intégrale  de  l'équation  (2).  Or  nous  supposons  que,  potM 
une  valeur  quelconque  de  o:,  on  peut  satisfaire  aux  équ^' 
tions  obtenues  en  égalant  ces  expressions  à  des  quantité* 
quelconques,  et  en  tirer  des  valeurs  finies  Ci^..,^c^.  Dor^* 
aussi  le  système  des  équations  où  dci^. . .,  dc,^  entrent  ^ 
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la  même  manière  ne  renfermera  aucune  incompatibilité. 
U  donnera,  pour  ces  inconnues,  des  valeurs  de  la  forme 

dci  ==  X|  dx^     dcf  =  X3  itcy  • .  .  9     ^m  =  Xm  dx^ 
d'où 

et 

(3)  :r=Ji(ai4-/X,^)+j,(a,-h/X,rfjr)H-...-f-r«(«.-f-/X«rfr). 

C'est  l'intégrale  générale,  puisqu'elle  renferme  m  constantes 
arbitraires. 

129.  Si  l'on  ne  connaissait  pas  m  intégrales  particulières 
de  l'équation  (s),  Id  question  ne  serait  pas  ramenée  immé- 
diatement aux  quadratures. 

Supposons ,  par  exemple ,  que  Ton  en  connaisse  m  —  i 
intégrales  particulières,  on  ne  pourra  plus  établir  que 
m —  2  conditions  entre  les  m  —  i  quantités  Ci,  c,,...,  c„^i. 
Alors  l'expression  de  d'^'^^y  renfermera  rfci,...,  dc^^^\  et 
à'^y  renfermera  d^c^^..,^  d*c^,  La  substitution  dans  l'é- 
quation (i)  fera  toujours  disparaître  Ci,  Ct,...,  c^.i,  mais 
leurs  différentielles  premières  et  secondes  y  entreront  5  et 
comme  les  m  —  2  équations  établies  entrerfcj,  rfc,, . . . ,  dc„^i 
déterminent  ces  diâérentielles  en  fonction  de  dci^  on  aura 
une  équation  linéaire  du  second  ordre  qui  renfermera 
dci^  (f'ci,  mais  non  Ci.  On  la  ramènera  au  premier  ordre, 

de 
wns  qu'elle  cesse  d'être  linéaire,  en  posant  ~  =  z.  Elle 

pourra  toujours  s'intégrer  complètement,  et  il  s'introduira 
^si  deux  constantes  arbitraires.  De  simples  quadratures 
feront  ensuite  connaître  les  m  —  2  autres  quantités  c„ 
<^i)...,  Ca,_i,  et  il  s'introduira  ainsi  m  —  2  nouvelles  con- 
*^te8  arbitraires,  de  sorte  que  la  valeur  de  jr 
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renfermera  m  constantes  arbitraires,  et  sera,  par  consé- 
quent, rintégrale  générale  de  Téquation  (i). 

130.  Si  Ton  n'avait  connu  que  m —  a  intégrales  de  Té- 
quation  (2),  on  n'aurait  pu  établir  que  m  —  3  relations 
entre  Ci,  Cj,...,  c^_5,  et  Téquation  (i),  après  la  substitu- 
tion, aurait  renfermé  les  différentielles  troisièmes.  L'éli- 
mination de  Cj,. . .,  c«_j  aurait  donné  une  équation  linéaire 
du  troisième  ordre  renfermant  rfci,  d*Ci,  rf'ci,  mais  non 
Cl.  On  pourrait  donc  encore  l'abaisser  au  second  ordre, 
sans  qu'elle  cessât  d'être  linéaire  5  et  si  l'on  pouvait  l'inté- 
grer complètement,  on  en  déduirait,  comme  dans  le  cas 
précédent,  l'intégrale  générale  de  l'équation  (i).  En  appli- 
quant les  mêmes  raisonnements,  on  verrait  que,  si  l'on  con- 
naît m  —  n  intégrales  particulières  de  l'équation  (2),  l'in- 
tégration complète  de  l'équation  (i),  et,  à  plus  forte  raison, 
de  r équation  (  2) ,  est  ramenée  à  celle  d'une  équation  linéaire 
de  Tordre  /i,  et  à  de  simples  quadratures. 

131.  n  est  facile  de  démontrer  que  l'intégrale  générale 
de  Téquation 

'    •  daf*  dûc"*-^  dx  '^ 

est  nécessairement  de  la  forme 

En  effet,  soitj^i  une  solution  de  cette  équation;  suppo- 
sons qu'elle  ne  renferme  aucune  constante  arbitraire,  ce 
qu'on  peut  toujours  faire,  puisque,  s'il  en  existait,  il  n'y 
aurait  qu'à  leur  attribuer  des  valeurs  particulières^  L'équa- 
tion (a)  admettra  pour  solution 

X  =  cri, 

c  désignant  une  constante  arbitraire.  Considérant  mainte- 
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nant  c  comme  une  fonction  de  x^  on  aura 
d^y  =yx  d^c  -hndXidc-hc d^jr^^ 


••••• • » 

d'*y  =  Xx  d'*c  -+-  m  dfx  d'^^^c  -h . .  .  +  c  d'^y^. 

En  substituant  dans  l'équation  (a),  les  termes  multipliés 

par  c  disparaissent,  et  Ton  a  une  équation  linéaire  de  la 

forme 

d'^c        .    d^^^c  _  de 

de 
et,  en  posant  ^  =  **? 

<^^  ^srr  +  A.  ^j;:^  + . . . -4- T.  «  =  o. 

Soit  U|  une  solution  de  cette  équation,  sans  constante  arbi- 
traire, c'ux  en  sera  encore  une,  et  Ton  aura 

c  =  d  Jui  dx  -+-  c*',     d'où    y  z=  d* y^  -f-  c'j,  Ju^  dx. 

On  a  donc  une  solution  de  Téquation  (a),  de  la  forme 

7i  étant  une  fonction  de  x  différente  de  y^. 

Donc,  puisque  cela  peut  s'appliquer  à  toute  équation  li- 
iiéaire,  on  aura  une  solution  de  l'équation  (i)  de  la  forme 

d'où 

c  =  olJux  dx  -+-  ^fu-i  dx  4-  7, 

fit?  par  suite, 

€  est-à-dire  que  l'équation  (a)  a  une  intégrale  de  la  forme 
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n  en  sera  donc  de  môme  de  l'équation  (i),  et  ainsi  de  suite, 
jusqu'à  ce  que  Ton  ait  pour  y  une  expression  renfermant 
m  constantes  arbitraires,  et  qui  sera  l'intégrale  générale. 

132.  Le  calcul  précédent  conduit  encore  à  cette  impor- 
tante proposition,  que  l'équation  (a)  ne  saurait  avoir  de 
solution  singulière.  Supposons,  en  effet,  qu'il  y  en  ait  mie, 
et  désignons-la  par  j^i,  après  qu'on  aura  ren^placé  par  des 
valeurs  particulières  quelconques  les  constantes  arbitraires, 
si  elle  en  renferme.  Les  raisonnements  qui  ont  été  faits 
dans  le  numéro  précédent  conduiront  encore  à  une  valeur 
de  la  forme 

jr=CtXi-^  C2X2  -4- ...  H-  c^Xm^ 

qui  sera  nécessairement  l'intégrale  générale.  Mais  yi  s'ob- 
tient en  supposant  nulles  toutes  les  constantes  excepté  c]  : 
elle  est  donc  une  intégrale  particulière,  quelques  valeurs 
qu'on  y  ait  mises  pour  les  constantes,  et  non  une  solution 
singulière,  comme  on  l'avait  supposé.  D'où  il  suit  que  les 
équations  renfermées  dans  la  formule  (a)  ne  peuvent  jamais 
avoir  de  solutions  singulières. 

133.  Cas  où  l'on  connaît  une  intégrale  particulière  de 
l'équation  (1).  —  Lorsque  l'on  connaît  une  intégrale  par- 
ticulière de  l'cquaiion  (i),  on  peut  ramener  la  recherche 
de  son  intégrale  générale  à  celle  de  l'intégrale  générale  de 
Téquation  (2). 

Soit,  en  effet,  u  cette  intégrale  particulière^  on  posera 
y=u-^z  dans  l'équation  (i),  et,  supprimant  les  termes 
qui  se  détruisent  d'après  l'hypothèse,  il  restera 

d'"z        ^  d"'-'z  dz 


dx"'  dx"'-^  dx 


et  l'on  est  ramené,  par  conséquent,  à  la  recherche  de  l'in- 
tégrale générale  de  l'équation  (2). 
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Soit,  pour  premier  exemple, 
d'Y  €/*-'  r 


A,...,  U;  Av*9  7  étant  constants. 
On  posera 

jr  =  a«"  -f-  6«"~'  4- . . .  -+-  ^ j:  -+-  p. 

On  identifiera  les  deux  membres  après  la  substitution  dans 
l'équation  proposée,  et  il  en  résultera  n  +  i  équations  qui 
détermineront  les  /i-h  i  inconnues  a,  6,...,  fx.  On  rentrera 
donc  dans  le  cas  où  le  second  membre  serait  nul. 
Soit,  pour  second  exemple, 

d^  4- A  -— fp -{-... -f-Ujr==«C0s(/îa:H-/>)  H-  hsm(njr-hp); 

OQ  posera 

X=:  acos(/îJ?-h/?)  -f-  Ssin(/îa7  +/>). 

En  substituant  dans  la  proposée,  le  premier  membre  ne 
se  composera  que  de  termes  dont  les  uns  renfermeront 
cos(7ix  -\-  p)^  les  autres  sin(7ia7  H-  p),  multipliés  par  des 
constantes.  En  égalant  les  coefficients  de  ces  deux  expres- 
sions dans  les  deux  membres^  on  aura  deux  équations  qui 
détermineront  a^S*^  mais  il  peut  se  faire  que  ces  équations 
«oient  impossibles  :  par   exemple,   si  cos(7ia:  -h  p)   ou 
rin(na:-hp)  étaient  solutions  de  l'équation  sans  second 
membre. 

Ainsi,  soit  le  cas  suivant,  qui  se  rapporte  à  des  valeurs 
inuginaires  de  tz, 

dw 

0&  aura  une  solution  en  posant 

^«^.iV.D.  —  n.  i3 


ig4  LIVRE    IV. 

mais  elle  devient  illusoire  si  ^  =  m.  On  emploiera  alors  un 
artifice  dont  nous  avons  déjà  fait  usage  autre  part.  On  ajou- 
tera ime  solution  de  l'équation  sans  second  memke 
y  =  ce"*',  ce  qui  donnera  une  solution  de  la  proposée,  dans 
laquelle  on  supposera  encore  q  différent  de  m,  savoir 


q^  —  m* 


et  l'on  choisira  G  de  manière  que  cette  somme  se  réduise  à 

-  pour  q  =zm.  Il  suffit  de  prendre  C  = ; j  et,  quel 

que  soit  ^, 


mx 


€fl*  —  ni 


q^  —  m^ 


sera  solution  de  la  proposée.  Faisant  tendre  q  vers  la  con- 
stante m,  on  trouvera  pour  limite  de  cette  fraction 

„^_^^_  • 

2/»  ' 

on  connaît  donc  ainsi  une  solution  de  l'équation 

et  l'on  aura  par  conséquent  pour  son  intégrale  générale 

r  ==  '— — .  -f-  Ci  €f^  -H  Cj  c"^. 

On  agirait  d'une  manière  analogue  si  le  second  memhre 
renfermait,  en  outre,  des  termes  semblables  dans  lesquels 
les  coefficients  neXp  seraient  changés;  et  généralement,  si 
l'on  a 
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et  que  Ton  trouve  des  valeurs  dejr  satisfaisant  à  cette  équa- 
tion, dans  laquelle  on  réduira  le  second  membre  à  Tune 
des  fonctions  respectives  F(a:),y(a:),  ^(j:),...,  la  somme 
des  valeurs  ainsi  obtenues  pour  chacune  de  ces  fonctions 
successivement  satisfera  à  la  proposée. 

Remarque.  —  Si  Ton  connaissait  m  -h  i  intégrales 
particulières  j^i,  J^tî-'î  J'm+i  de  Téquation  (i),  les 
différences  y^  —  y^ ,  j  3  — jKi ,. •  •  î  JKm+t  — J\  satisferaient  à 

-j—  -h. .  .-hUz  =  o. 
dûcr 

L'intégrale  générale  de  cette  dernière  serait  donc 

«  =  C.  (ja— J^i)  -4-..  .  +  C^(7m4.i  —ri). 

et  Tintégrale  générale  de  la  proposée  serait 

134.  uiutre  méthode  pour  l'intégration  de  l'équation 
linéaire  complète,  —  M.  Cauchy  a  donné  une  méthode 
pour  trouver  une  intégrale  particulière  de  Téquation 

(0  ^^-A^+...  +  Ur  =  F(.), 

^and  on  connaît  une  intégrale  de  la  suivante  : 

tdle  que,  pour  j:  =  a,  on  ait 

dz  d"*-*z  d'"-'^z 

quelle  que  soit  la  constante  a  \  et  Ton  conçoit  qu'on  pourra 
toujours  trouver  une  valeur  de  z  satisfaisant  à  ces  condi- 
^Oûs,  si  l'on  connaît  l'intégrale  générale  de  l'équation  (2), 
^  renferme  tn  constantes  arbitraires. 

i3. 
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Soit,  en  e£fet,  zz=f[x^  a)  cette  valeur  de  z.  Posons 


Jo  Jo 


nous  en  déduirons 


Mais,  par  hypothèse, y*(a,  a)  est  nul,  quel  que  soit  et.  :  donc 
f[x^  x)  =  o,  et  Ton  a  seulement 


^       Jo 


dz 

-r-  dot, 

dx 


On  trouvera  de  même 

d^r         CdH 


^         Jo 


dx'  ~  J^     dx^^"^ 


daf 

d^X  r^d^z 


=Fw+ r 


-  doi» 


Substituant  à  j^  et  à  ses  dérivées  les  valeurs  ainsi  obtenues 
dans  Téquation  (i),  elle  devient 

Je '"^  / d"* z  </*"■"* z  \ 

ce  qui  est  une  identité  en  vertu  de  l'équation  (a). 

Connaissant  ainsi  une  solution  de  Téquation  (1)9  on 
aura  son  intégrale  générale ,  en  y  ajoutant  l'intégrale  géoé- 
raie  de  l'équation  (2). 

Cas  particulier  oîi  le  premier  membre  na  quun  seul  terme* 
135.  Si,  dans  l'équation  (i),  tous  les  coefficients  sont nuls^ 
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nccepté  le  dernier,  on  a  une  équation  de  la  forme 

*  étant  une  fonction  quelconque  de  x.  En  intégrant  m  fois 
î  suite  par  rapport  à  x,  on  aurait  la  valeur  suivante  de  j^  :      ^ 

/m 

Mais,  au  lieu  de  quadratures  successives,  on  peut,  au 
oyen  d'une  formule  que  nous  allons  faire  connaître,  ex- 
•imer  y  par  une  suite  de  quadratures  simples ,  indépen- 
mtes  les  unes  des  autres. 

On  y  pourrait  parvenir  en  partant  de  lF[x)dx  et 
intégrant  par  parties  5  on  n'aurait  ainsi  que  des  intégrales 
mples  qui  donneraient  la  valeur  de  j  dx  IF  (x)  dx  ou 

F  (x)  dx*  ]  intégrant  par  parties  le  résultat,  on  forme- 
ut  I     F{x)  dx*  au  moyen  d'intégrales  simples,  et  l'on 

mtinuerait  ainsi  indéfiniment. 

Mais  la  formule  générale  à  laquelle  on.  arriverait  ainsi 
(t  beaucoup  plus  facile  à  obtenir  d'après  la  méthode  que 
oos  venons  d'indiquer  pour  l'équation  complète  ( i) . 

En  effet,  dans  le  cas  actuel,  l'équation  en  z  se  réduit  à 

-j  =  o,  dont  l'intégrale  générale  est  un  polynôme  du  de- 

;ré  m  —  i  à  coefficients  arbitraires.  On  satisfera  à  la  con- 
ïàixm  que  ce  polynôme  soit  nul  ainsi  que  ses  m  —  a  pre-* 
BÛèw*  dérivées  pour  la  valeur  x  =  a,  en  lui  donnant 
»  ionne  M(a:  —  a )"•""*,   et  enfin,  pour  que  sa  dérivée 
4'ordre  (m — i)  se  réduise  à  F  (a),  il  faudra  prendre 
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M  = \-^ •  La  valeur  de  z  sera  donc 

I  .2.  .  .  (/72  —  I  J 


I  .2.  .  .(/7Z  l) 

et  Ton  aura  une  solution  particulière  jt  de  Téquation  (^  " 
en  prenant 

1  /•* 

i.2...(/»— I)  J^,     ^  /  V    / 

D'ailleurs,  en  remplaçant  par  zéro  le  second  membre  de  I'^ 
quation  (3),  on  a  pour  intégrale  générale 

Cl,  Cs,  • . . ,  Cc„  étant  des  constantes  arbitraires.  L'intégrale 
générale  de  Féquation  (3)  sera  donc 

X=  \ ^    P(x^a)-F(«)^a 

1.2.  ..(/W  — l)  Jo 
H-  C,  «^-«  +  Ca*^^  -{-...  -4-  C,. 

Si  Ton  développe  [x  —  a)"*""S  on  donnera  au  premier 
terme  la  forme 


1 .2. .  .  (m —  i) 


I  •  2 .  .  ./? 


J/^  a? 
a:«-/'F(a?)ÉfcrH-...}- 
o  L 


jr"->  F  (a:  )  flte 


On  pourrait  sans  inconvénient  remplacer  les  intégrales 
prises  entre  les  limites  zéro  et  x  par  des  intégrales  indéfinies, 
car  ce  serait  ajouter  des  termes  qui  se  réduiraient  avec 
ceux  dont  les  coefficients  sont  des  constantes  arbitraires. 
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Equations  linéaires  à  coefficients  constants. 

i36.  La  forme  la  plus  générale  de  ces  équations  est  la 
suivante  : 

Si  Ton  suppose  d'abord  que  le  dernier  terme  V  soit  con- 

V 

slant,  on  le  fera  disparaître  en  changeant j^  enj^  -+-  ^ï'  ^^ 

sorte  que  l'équation  qu'il  suffit  alors  de  considérer  est 
i  \  d'^y        .   d''*~W  r^dr       ^^ 

et  si  l'on  peut  en  trouver  m  intégrales  particulières,  on  for- 
niera  l'intégrale  générale  en  les  multipliant  chacune  par  une 
constante  arbitraire ,  et  les  ajoutant.  Posons  y  =  e*",  a 
étant  indéterminé,  et  substituons  dans  l'équation  (i),  il 
rient 

(2)  ar  -4-  Au""-»  + . .  .  4-  Ta  -4-U  =  o. 

On  aura  donc  m  intégrales  particulières  en  prenant  suc> 
^ssivement  pour  a  les  m  racines  de  cette  équation.  Si  on 
^^  désigne  par  a^  a^  . . . ,  a„,  et  par  Ci,  c,, . . . ,  c,„  des 
^^ûnstantes  arbitraires,  l'intégrale  générale  de  l'équation  (i) 
•ert 

137.  Il  est  facile  de  démontrer  que  cette  équation  donne 
^ien  l'intégrale  générale  de  l'équation  (i).  Il  suffit,  pour 
^1  de  faire  voir  que,  pour  une  valeur  particulière  a:  =r  a, 

l  ■  ^  .y  dy 

l  «i^t  déterminer  les  constantes  de  manière  que  y  -f""* 
I  2?^  soient  ^aux  à  des  quantités  arbitraires.  On  remar- 
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quera  d'abord  que,  ces  constantes  étant  entièrement  indé- 
terminées, on  peut  mettre  y  sous  la  forme 

et  Ton  aura,  pour  déterminer  Ct,  Cs,...,  c^,  les  équations 
suivantes,  dans  lesquelles  jKo?  JK»  v  •  ^^^^  1^®  valeurs  de  y 
et  de  ses  m  —  i  premières  dérivées  pour  x  =  ol: 

C|  -4-  Cj  -4-  •  .  .  -f-  C4,  =  ^j, 
a,  c,  -f-  a,  C|  -4- . .  .  -f-  a«  c«  =  7^ , 

(5)  •<  ajc, -f-ajc,  4-.  ..-f- fl^c«  =  r^ 


> 


m— 1         .        m— 1  .       m— t  Tm— 1) 

Des  équations  du  premier  degré  de  ce  genre  conduisent  a 
des  formules  dont  il  n'est  peut-être  pas  inutile  de  rappeler 
ici  la  démonstration. 

Multiplions  la  première  équation  par  une  indéterminée i, 
la  seconde  par  A',. . .  et  la  dernière  par  i,  puis  ajoutons- 
les  ^  nous  aurons 

pour  déterminer  Cj ,  nous  égalerons  à  zéro  les  coefficients  de    | 
Cj, . . . ,  c,„,  ce  qui  donnera,  pour  déterminer  A,  A', . . .,  A^'"'*^ 
les  équations  en  même  nombre 

A'  -4-  Â'a,  -4-  //'a]  H-  ...  -4-  a^"*  =  o, 

^  -I-  /'flj  H-  A^^a    4-  .  .  .  -f-  fl*~'  =r  o, 


A  -h  X'fl«4-  X'^ûl  -f- . . .  H-  a""'  =  o. 
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Les  premiers  membres  de  ces  équations  né  sont  autre  chose 
que  les  valeurs  que  prend  le  polynôme 

qae  nous  désignerons  par  f  (a),  dans  lequel  on  remplace 
snccessivement  a  par  toutes  les  racines  de  l'équation  (2), 

excepté  a^  :  le  polynôme  f  (a)  aura  donc  pour  racines  ai, 

^t V  •  •  9  ^mt  6t  il  en  résultera 


a  —  a\ 


en  rejn'ésentant  par  F  (a)  le  premier  membre  de  Téqua- 
tion  (a).  De  cette  équation  on  déduit 

?(«.)=F'(«i), 
et  l'on  aurait  de  même 

et  ainsi  de  suite;  de  sorte  que,  si  l'équation  (2)  n'a  pas  de 
racines  égales,  les  dénominateurs  des  inconnues  Ci,  Cs,..., 
qui  sont  F'(a),F'(aj),  seront  différents  de  zéro,  et  par 
conséquent  on  pourra  satisfaire  aux  équations  (5)  ^  ce  qu'il 
fallait  démontrer.  Les  équations  (4)  ou  (3)  représentent 
donc  bien  l'intégrale  générale. 

Achevons  maintenant  ce  qui  se  rapporte  à  la  détermina- 
tion  de  ces  inconnues,  par  exemple  de  c^  \  sa  valeur  est 


F(a.) 

Dne  reste  donc  qu'à  connaître  les  valeurs  de  A,  à',.  •  •  ;  or 
dles  résulteront  de  l'identité 

^-f-^a-hX^'a'-f-..  .-+-0'^'=: — ^—L^ 

a  —  €i| . 

11  suffira  de  développer  le  quotient  fini  de  F  (a)  par  a  —  a, , 
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et  les  coefficients  des  différentes  puissances  de  a  seront  k^ 
A^,  • .  • .  Les  formules  que  Ton  obtiendra  ainsi  conviendront 
pour  As,  As,. . .  par  la  simple  substitution  de  cqs  racines 
respectives  à  Oj . 

Nous  nous  bornerons,  sur  ce  point,  à  Texamen  du  cas 
général  où  les  racines  sont  différentes,  et  nous  ne  traiterons 
pas  le  cas  particulier  où  il  y  en  aurait  d'égales. 

138.  Si  l'équation  (2)  a  des  racines  imaginaires,  la  va- 
leur (3)  de  ^  se  présentera  sous  forme  imaginaire^  mais 
rien  n'est  plus  facile  que  de  lui  donner  une  forme  réelle. 

Soient  a±S  ^ — i  deux  racines  imaginaires  conjuguées  de 
l'équation  (2),  les  termes  qui  en  proviendront  dans  la  for- 
mule (3)  seront  de  la  forme 


AcC'+V-^)'  +  Bc^'^^v'-'^, 


ou 


ou  encore 

<?**  [a  (cosSa:  -h  ^"^  sin6.r)  H-  B  (cos6:t  -—  ^—  i  sin6;r)]. 

Or,  A  et  B  étant  des  quantités  arbitraires,  réelles  ou  ima- 
ginaires, on  peut  les  déterminer  de  manière  qu'on  ait 


Ah-B  =  M,     (A  — B)v/— i^  =  N, 

M  et  N  étant  des  constantes  arbitraires.  Les  deux  termes 

que  nous  considérons  dans  l'équation  (3)  seront  donc  rem- 

placés  par 

e**(M  cosêjf  +  N  sinêx), 

et  la  valeur  de  y  se  présentera  sous  une  forme  réelle. 

139.  Si  l'équation  (2)  avait  des  racines  égales,  les  termes 
correspondants  de  la  formule  (3)  se  confondraient  en  uH 
seul,  et  l'on  n'aurait  plus  l'intégrale  générale  de  Téqua- 


\ 
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tion  (i),  puisqu'il  n'y  aurait  plus  m  constantes  arbitraires. 

Mais  il  est  encore  facile  de  trouver  dans  ce  cas  l'intégrale 
générale. 

Soient  a^  et  a%  deux  racines  que  l'on  suppose  égales.  On 
'peut  altérer  infiniment  peu  les  coefficients  de  l'équation  (i), 
de  telle  sorte  que  l'équation  (2)  n'ait  plus  de  racines  égales, 
et  que,  par  conséquent,  la  formule  (3)  donne  l'intégrale 
générale.  Lorsque  les  coefficients  tendront  vers  ceux  de 
l'équation  (i),  cette  intégrale  tendra  vers  une  limite  qui 
satisfera  nécessairement  à  l'équation  proposée,  et  qui  en 
sera  l'intégrale  générale,  si  elle  renferme  m  constantes  ar- 
l^itraires. 

Soit  ai  +  d  la  valeur  de  la  racine  qui  tend  à  se  réduire 
à  Aj.  Les  termes  correspondant  à  aj  et  a^  4-  (^  dans  la  va- 
leur de  y  seront 

1  -4-  ^ar  H '-  -h  ...  1 

OU,  en  posant  c  -j-  c'  =  A,  c' J  =  B, 

Atf"t*  -f-  Bj?tf"i'  H a^e^x'  -*-...; 

1.2 

les  constantes  c  et  c',  étant  arbitraires,  peuvent  toujours  être 
^^lioisies  de  manière  que  B  et  A  aient  des  valeurs  finies 
<^lconques,  quelque  petit  que  soit  d.  Donc,  à  mesure 
^Jue  î  tend  vers  zéro,  la  somme  des  termes  que  nous  con- 
sidérons tend  vers  la  limite  Ae*»'  -f-  Bare*»',  et  la  for- 
mule (3)  se  cliange  en  celle-ci  : 

(6)  y  =  tf"«'(A  4-  Bx)  4-  CaC-s'-f- . .  .zh  c«c««'. 

Cette  valeur  de  jr  est  l'intégrale  générale,  puisqu'elle  ren- 
ferme m  constantes  arbitraires. 

*fô.  Si  trois  racines  étaient  égales,  on  supposerait  d'à- 
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bord  l'ëquation  modifiée  de  manière  que  deux  racines  seu- 
lement fussent  égales,  ce  qui  conduirait  à  la  formule  (6)*, 
on  y  remplacerait  a,  par  «j  •+•  5,  et  Ton  aurait 

(A-hc5)-h(B-4-c3^)x-+-c3^* ^-c3 — ^  ■+-•••  H-....* 

Or  A,  B,  Cs  étant  arbitraires,  on  peut  poser 

I  .2 

A',  B',  C  étant  de  nouvelles  constantes  arbitraires  ;  et,  fai- 
sant tendre  â  vers  zéro,  on  aura,  pour  Tintégrale  générale, 

On  continuerait  de  la  même  manière  si  Ton  supposait  une 
quatrième  racine  égale  à  «j;  et  Ton  voit  qu'en  général,  si 
n  racines  deviennent  égales  à  «i,  on  aura,  pour  l'intégrale 
générale, 

(7)  i 


141.  On  peut  encore  déterminer  d'une  autre  manière 
l'intégrale  générale,  lorsque  n  racines  a^,  as,. . .,  «„  ont 
une  même  valeur  a.  En  effet,  on  ne  connaît  plus  alors  im- 
médiatement que  m  —  tz  -h  i  intégrales  particulières,  et 
ce  cas  rentre,  par  conséquent,  dans  celui  qui  a  été  traité 
dans  un  des  numéros  précédents. 

Soit  Ce*"  le  terme  auquel  se  réduisent  n  termes  de  Té- 
quation  (3),  et  généralisons-le  en  considérant  C  comme 
fonction  de  X'^  nous  aurons 

dj;'"  dx  dx^        ' 


dy       ^  dC 

dx  dx 

7  =  Ce»'. 
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Substituant  dans  l'équation  (i),  les  termes  qui  renferment 
C  disparaissent  en  /vertu  de  l'équation  (2)^  ceux  qui  ren- 
ferment— disparaissent,  ainsi  que  les  suivants,  jusqu'à 

ceux  où  entre        _^   inclusivement,  parce  que  la  racine  a 

annule  les  72  —  i  premières  dérivées  de  l'équation  (2).  Il 
reste  donc  une  équation  en  C  dans  laquelle  Tordre  le  plus 
élevé  est  m,  et  le  moins  élevé  est  n.  Son  intégrale  générale 
fournirait  m  constantes  arbitraires  \  mais  nous  n'avons  besoin 
que  d'une  valeur  de  C  qui  en  renferme  ti,  et  c'est  ce  que 
XRous  aurons  en  posant 

^=0,      d'où     C  =  A'-4-B'a:-r-...+P'x»-«; 

cï€  qui  conduit  de  nouveau  à  la  formule  (7). 

142.  Si  le  dernier  terme  V  était  fonction  de  x,  on  pour- 
«•ait  commencer  par  le  négliger,  et  Ton  intégrerait  l'équa- 
tion (i)  comme  nous  venons  de  le  faire  ^  puis  on  considé- 
v-erait  les  constantes  comme  des  fonctions  de  x,  et   l'on 
obtiendrait  la  solution  complète  de  l'équation  proposée  par 
le  procédé  indiqué  précédemment.  Nous  ferons  observer 
seulement  que,  si  quelques-unes  des  racines  «i,. . .,  a^ 
«talent  imaginaires  ou  égales,  il  serait  convçnable  d'em- 
jloyer  l'intégrale  de  l'équation  (i)  avec  les  modifications 
cjoe  nous  avons  indiquées  dans  ce  cas. 

Cette  équation  peut  aussi  s'intégrer  par  la  méthode  de 
M.  Cauchy,  et  nous  la  choisirons  pour  donner  un  exemple 
de  cette  méthode.  Soit 

^+A5^4-...  +  t£  +  U^  =  F(x). 

Eu  négligeant  le  second  membre ,  l'intégrale  générale  sera 
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de  la  forme 

a  étant  une  constante  choisie  arbitrairement,  et  ai, 
a^n  les  racines,  que  nous  supposerons  toutes  inégales, 
quation 

tf  -r  Aa"-*  -h . .  .  -4-  Ta  -I-  U  =  o, 

D  faut  d'abord  déterminer  les  constantes  Ci,  Cs,.**) 
la  condition  que,  po^ir  x  =  a,  on  ait 

on  est  conduit  ainsi  aux  m  équations  suivantes  : 

C|  +  <?2  -f-  .  .  .  -i-  C„  =  O, 
fli  C,  4-  «2  ^2  -4-  .  .  .  -h  ûfl,  C;„  =:  O, 

ûj  C,  -+-  ûj  ^3  H-  .  .  .  -h  «w  Cm  =  O» 


> 


m—\.  ,       m— 1         ,  .        m—1  fn,  i     x 

Les  équations  se  résoudront  comme  on  l'a  vu  préc 
ment,  et,  en  posant 

a""  +  Aa^-*  -f- . . .  -4-  T/7  -H  U  =f{a  ), 

on  trouvera 

F^a)  F(a)  F(a) 

La  valeur  précédente  de  j"  devient  ainsi 


/'  («».) 


F(a)e^'»". 
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Il  faut  maintenant  intégrer  cette  expression  par  rapport  à  a 
entre  les  limites  zéro  et  x^  puis  y  ajouter  l'intégrale  gé- 
nérale de  Téquation 

laquelle  est,  en  désignant  par  «j,  as,.**)  ^m  des  constantes 
arbitraires, 

j  =  a,  c«i*  -4-  a,  c*t*  -h ...  -4-  a^c"™*. 

L'intégrale  générale  de  l'équation  proposée  sera  donc 

143.  Les  équations  linéaires  de  la  forme  suivante  : 
d'^x  A       d'"-\r  • 

+  •  •  •  -i-  /_„    ■    >.^  =  o, 


[ax  -H  6)"  djf"-"  (ax  +  ô)" 

^'intègrent  généralement  en  posant  j  =^  (ax  4-  5)*.  On 
^uve,  en  substituant, 

a(a  —  i) .  . .  (a  —  m  -h  Où" 

-H  Aa(«  — i). .  .(a  —  m  -♦-  2)0™-*  -f-.  .  .-hU  =  o. 

Cette  équation  donne,  pour  a,  m  valeurs  a^,  a,, . . . ,  «^  5  et 
siTon désigne  par  Ci,  Cs,* . . ,  C;»  des  constantes  arbitraires, 
l'intégrale  générale  sera 

jr=zCi(ax  4-  ô)*»  •4-Ca(ax  4-  ^)*»  4-. .  .4-Ca,(a«  4-  ^)*'». 

U  cas  où  l'équation  ^  «  aurait  des  racines  imaginaires  ou 
égales  se  traiterait  comme  dans  les  questions  précédentes. 
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CHAPITRE  IX. 

TRANSFORMATIONS  PROPRES  A  ABAISSER  L'ORDRE 

DES  ÉQUATIONS. 


144.  Toute  équation  linéaire  de  l'ordre  m 

peut  s'abaisser  à  Tordre  m —  i,  en  posant 
En  effet,  on  aura 

dx  dx^  dx 

substituant  dans  la  proposée,  le  facteur  e/***'  disparaîtra, 
et  l'équation  sera  de  Tordre  m  —  i  en  t^  mais  elle  ne  sera 
plus  linéaire. 

Soit,  par  exemple, 

on  obtiendra 

dt 

-—  -i-  ^2 -f-  A^ -I- B  =  o. 

dx 

145.  Considérons  maintenant  une  équation  où  n'entrent 
ni  X  ni  j^,  mais  seulement  deux  dérivées  consécutives 
d'ordre  quelconque. 


F(^^,     "^"-^ 


)- 


dx^^         dx* 

On  posera       jf  =  p,  et  il  viendra  F  (  p,  -~  j  =05  d'où 
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l'on  tirera 

dxz=f(p)dp     et     a:=f/{p)dp-hC  =  ff{p). 
Si  Ion  peut  résoudre  cette  équation  par  rapport  à  p^  on 

connaîtra       _^  en  fonction  de  a:,  et  par  une  suite  de  qua- 

dratnres  on  parviendra  à  avoir  y  en  fonction  de  x  et  de 
n  constantes  arbitraires.  Si  Ton  ne  peut  la  résoudre,  on 
obtiendra  y  en  fonction  de  p  de  la  manière  suivante. 

L'équation  ■     J^  =  p  donne 

^  =fp  dx  ^fpf(  p)dp  +  C'i 

ê 

ixi.tégrant  toujours  par  rapport  à  x,  et  remplaçant  dx  par 
(^p)dp  dans  le  second  membre,  on  parviendra,  par  une 
mjute  de  quadratures,  kj  =  ^  {p). 

Éliminant  p  entre  cette  équation  et  x  =^(f{p)^  on  aura 
équation  entre  y^  x  et  n  constantes  arbitraires,  qui 
ra  l'intégrale  générale  de  la  proposée. 

146.  Si,  par  exemple,  on  demandait  la  courbe  dont  le 
yon  de  courbure  est  égal  à  une  constante  a,  il  faudrait 
intégrer  l'équation 


h'^ï 


d\r 
ou,  en  posant  ^  =  A'» 

dx 

i'où 

a  dp  ^P  ^ 

.  dx  = ^--j       et     x  =        ^       -h  C. 

CqL  inf.  D.  —  II.  l4 


.  .';i 
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On  pourrait  résoudre  cette  ëqualion  par  rapport  à  p,  mais 
il  sera  plus  simple  d'exprimer  y  en  fonction  de  p  ^  on  aura 


yz=zfpdx=z 


Connaissant  ainsi  deux  intégrales  premières  de  la  propo- 
sée, il  suffira  d'éliminer  p  entre  elles  pour  obtenir  Tinté- 
grale  générale,  qui  sera 

équation  d'un  cercle  ayant  a  pour  rayon,  et  le  centre  au 
point  arbitraire  dont  les  coordonnées  sont  C,  C| . 

147i  Considérons  encore  le  cas  où  les  ordres  des  deux 
dérivées  auraient  une  dififérence  de  deux  unités, 


,  ydaf^-'^'  d^l  ~"°* 


posant  ^^  =  /7,  il  vient 

Multipliant  par  2  dp  et  intégrant,  il  vient 

dp 


(: 


=  ^Sf{p)dp  +  C, 


^dx 

d'où 

JX  =  (J)  {p)  dp^x  =  ^  (p), 

^  (p)  renfermant  deux  constantes  arbitraires. 

Si  Ton  peut  résoudre  cette  équation  par  rapport  k  f^^ 
on  connaîtra  y  par  n  —  2  quadratures ,  qui  introduirai^* 
n  —  2  nouvelles  constantes  arbitraires  \  sinon,  on  obtiendX*^ 
y  en  fonction  de  p,  en  intégrant  n  —  2  fois  Téquali^^ 

-~f-  =  p,  après  avoir  multiplié  à  chaque  fois  le  premî^^ 


INTÉGRATION    DES    ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES.        211 

membre  par  d^  et  le  second  par  son  é^dl(^(p)  dp.  TJeX" 
pression  de  j^  renfermera  ainsi  n —  2  constantes  arbitraires, 
et  l'élimination  de  p  entre  les  deux  équations  qui  donnent 
X  et  jr^  conduira  à  une  équation  entre  x^jr  etn  constantes, 
qui  sera  Fintégrale  générale  de  Téquation  proposée. 

148.  En  général,  si  l'on  a 


/      d'y  r""r\ 

*  l  *»  '~. —  5  •  •  ••  5  -;; I 

\    '  dx''  dx"'  ) 


d^y 
on  abaissera  l'ordre  de  n  unités,  en  posant  -j-^  =r  p^  et  si 

l'on  peut  intégrer  l'équation 

„  ,  d'^'*p 


I  or,  p,  •  •  •  5 


dx 


puis  résoudre  par  rapport  à  x  ou  à  ^,  on  obtiendra  Téqua- 
^îoû  en  X  et  j"  par  les  mêmes  moyens  que  dans  les  cas  pré- 
cédents. 

Si  Téquation  était  de  la  forme 


(dy  d'*y\ 


^n  pourrait,  par  le  changement  de  la  variable  indépendante, 
la  réduire  à  la  suivante  : 


(dx  d'^x\ 


Cl  l'abaisser  en  posant  —  =:  p. 

Mais  on  peut  encore,  dans  ce  cas,  poser  -^  =  p5  il  en  ré- 

snltera 

d^y        dp  dp 

dx^         dx  dy 

^     dp  ,     ^P 

da*  ~     dx  dy     ""-^  dy^  "^  ^  dy*^ 

a. 
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et  ainsi  de  suite.  On  aurait  donc,  en  substituant  dans  la 
proposée,  une  équation  de  Tordre  m  —  i  entre  petj 

149.  Si  l'équation 

dy    d*  Y 
était  homogène  par  rapport  aux  quantités  y,  —  »  77-7; •  •» 

eue        tlJL 

on  pourrait  abaisser  son  ordre  d'une  unité. 

En  eâet,  en  divisant  par  une  puissance  convenable  de  j. 
on  lui  donnera  la  forme 


On  posera  ensuite  ~  =ytj  ce  qui  revient  à  poser j^  =  e^*^. 


dx 

Il  en  résultera 


r/»r  IdH      ^    dt         \ 

^=^15^+3.-+..], ...5 


y  sera  facteur  dans  toutes  ces  dérivées,  et  Téquation  ci' 
dessus  deviendra,  par  ces  substitutions,  une  équation  d^ 
Tordre  m  —  i  entre  a:  et  t. 

150.  Lorsqu'on  donne  Téquation  d'une  courbe  renfer^ 
mant  Tare  ^,  et  qu'on  cherche  celle  qui  aurait  lieu  entre  -^ 
et ^  seulement,  il  faut  différentîer  Téquation  donnée,  renJ-^ 

placer  ds  par  \]dx^  -\-  dj* ,  et  éliminer  s  entre  cette  équa-' 
tion  et  la  première  5  on  aura  ainsi  une  équation  diflférei»' 
tielle  entre  x  et  y  seulement.  Si  Téquation  donnée  peu* 
être  résolue  par  rapport  à  5,  il  n'y  a  aucune  élimination  à 
faire  après  la  différentiation. 
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Soît,  par  exemple  s*  =  aj-^  d'où  Ton  tîre 


Différentiant,  il  vient 


on  tire  de  là 


iùe /a 


équation  d'une  cycloïde  rapportée  à  son  sommet,  et  engen- 
drée par  un  cercle  dont  le  rayon  est  g- 
Si  l'on  donne  une  écpiation  de  la  forme 


-(£) 


on  posera 


^=p,     d'où     s  =  V{p). 


On  obtiendra  par  la  difierentiation 


d'oùr( 


on  tire 


g=F'(,)|  =  v7:;:7, 


._r(p)dp 


^^  l'on  peut  effsctuer  ces  deux  quadratures,  on  obtiendra 
^^Çiation  entre  x  et^,  en  éliminant  p  entre  les  deux  équa- 
^ons  obtenues.  Si  l'une  de  ces  deux  équations  peut  être  ré- 
élue par  rapport  à  p^  il  est  inutile  de  connaître  l'autre. 
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dy 
puisque  Ton  aura  la  valeur  —  en  fonction  de  x  ou  àej^  et 

que,  par  conséquent,  on  aura  Tëquation  finie  entre  a;  et  jr 
par  une  simple  quadrature.  Soit,  par  ex^emple^    ; 

dy 
s  =  a  arc  tanff  -f-  • 

°  dx 

La  difierentiation  donne  l'équation 

et,  par  suite, 

Cette  dernière  s'intègre  immédiatement  et  donne 


d'où 


d:r=r  J/-^^)^-^ 


? 


V/û^— (j  — c)^ 
et,  en  intégrant, 

(x  —  c')2  -»-  (7  --  cY  =1  û^ 

C'est  l'équation  d'un  cercle  de  rayon  a,  placé  d'une  ma- 
nière quelconque.  Pour  satisfaire  à  l'équation  donnée,  ^ 
faudra  prendre  pour  origine  des  arcs  l'un  des  points  où  1^ 

tangente  est  parallèle  à  l'axe  des  a:,  afin  que  l'on  ait  ^  =  ^ 

dy 
lorsque  —  =  o. 

Intégration  des  équations  homogènes  par  rapport 

à  X,  j,  dx^  dj^  d^jr. 

151.  Soit 

(l)  f(a:,y,dT,d^y)  =  o 
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nne  équation  de  ce  genre,  et  dont  les  termes  sont  tons  finis, 
ou  infiniment  petits  du  même  ordre. 
Posons 

X  =  ux^     ify=zpdXy     d'jr  =  ^dx^, 

X 

En  faisant  d'abord  ces  substitutions  dans  l'équation  (i), 
jr  et  ses  différentielles  auront  disparu,  et  tous  %qs  termes 
seront  homogènes  par  rapport  à  x  et  dx.  En  effet,  ils  Té- 
taient primitivement  par  rapport  à  a:,  dx^  y^  dy^  d  *j^,  et 
l'on  a  substitué  à  ces  trois  dernières  quantités  des  expres- 
sions homogènes  du  premier  ordre,  par  rapport  à  a:  et  dx. 
Et  conune  tous  les  termes  doivent  être  du  même  ordre  infi- 
xiitésimal,  dx  disparait  nécessairement,  et  par  suite  x» 
Donc  l'équation  obtenue  sera  de  la  forme 

adonnera 

Or  —  peut  s'exprimer  de  deux  manières  au  moyen  de  u 

et/?,  car  on  a 

udx  -^  xdu  z=zp  dxj 

d'où 

dx  du 

X  p  —  U 

D'une  antre  part,  on  a 

• 

q        dp  ,  dx       dp    .        dp       . 

-  =  -7-  î     et,  par  suite,     —  =  —  =  -7- ;  • 

X       iix  "^  X         q        ff  (p,  u) 

Egalant  les  deux  valeurs  de  — ?  il  vient 
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équation  différentielle  du  premier  ordre,  qui,  int^rée, 
donnera 

c  désignant  une  constante  arbitraire. 

.   On  connaîtra  facilement  x  en  fonction  de  u,  puisque  1  on 

aura 

dx  du 

d'où,  en  désignant  par  c'  une  nouvelle  constante  arbitraire, 
et  par  X  (^9  ^)  l'intégrale  du  second  membre, 

y 
et,  comme  u  =  ~  »  on  aura 


X 

X 


='^'^(£"^) 


et  Ton  connaîtra  ainsi  l'intégrale  générale  de  l'équation 
proposée. 

152.  Lorsque  le  second  membre  de  l'équation  (3)  est  de 
la  forme 

udp 

on  remplace  Téquation  (3)  par  la  suivante  : 

ilx        udp 

X  ""fi/?)' 

qui  devient,  en  multipliant  par  -> 

dy  _  pdp 

r  ""  ?  (P) 
d'où  l'on  tire 


9 
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EfTectuant  rintégration  et  désignant  par  c  une  constante 
arbitraire,  on  mettra  y  sous  la  forme 

Si  Ton  peut  résoudre  par  rapport  à  p,  on  ramènera  l'équa- 
tion à  la  £Drme 

^*  =  X  (r  )  ^7. 

et  Ton  intégrera  les  deux  membres  \  sinon  on  tirera  des 
é<}uations  précédentes 

d'où 


-/*- 


9 


et  l'on  éliminera  p  entre  cette  équation  j^  =  cvj^  (p) . 

153.  Nous  trouverons  une  application  de  cette  méthode 
dans  le  problème  suivant  :  Déterminer  la  courbe  dans 
^(juelle  le  rayon  de  courbure  est  proportionnel  à  la 
Normale. 

On  obtient  immédiatement  réquationiLifFérentielle 

^  étant  le  rapport  du  rayon  de  courbure  à  la  normale.  Le 
•îgne  supérieur  se  rapporte  au  cas  où  le  rayon  de  courbure 
^t  dans  le  sens  de  la  normale,  et  le  signe  inférieur  au  cas 
où  il  est  en  sens  contraire. 
Posant 


on  obtient 


j=:tfar,      dyz=zpdx^     d^yzrz-^dx^^ 

X 


1  -¥p^=^zç.muqj  d'où     q  =  =r^» 
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et,  par  suite, 

du                   mu  dp 

(/>  —  «)        "^i-+-/>^' 

ëquation  qui  ne  rentre  pas  dans  celles  que  nous  ayons  Î2i- 
tégrëes.  Mais,  d'après  la  remarque  faite  dans  le  dernier 
numéro,  on  la  remplacera  par  la  suivante  :  ^ 


dx       inu  dp 

X  ^  I  H-  yy'-* 


d'où  Ton  déduit  successivement 


dT  m  dp  dy       mpdp 

—  —    ■  1     —  =  _^- 


7       ^(1-4-/?)^       y       ^    1+/?^ 

m 

log^=rç:-log(n-/>»)  =  log(i-i-/>»)    S 

m. 


=.\/(f  )"-=!' 


dx  = =^ 


V(f)"- 


Il  y  a  des  valeurs  particulières  de  m  qui  rendent  cette  inté- 
gration possible,  savoir  m  =  a,  m  =  i .  Examinons  succes- 
sivement ces  deux  cas. 

1°  Soit  m  =  2,  on  aura 

dy 


dx  = 


vW^ 
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En  prenant  le  signe  supérieur,  on  a 


dx 


=*v^ 


Sqnation  d'une  cycloïde  dont  la  base  est  située  sur  Taxe 

les  Xj  et  dont  le  cercle  générateur  a  pour  rayon  -  >  dont  la 

iraleur  est  arbitraire.  Et,  en  effet,  on  sait  que,  dans  toute 
[jjcloïde  ainsi  placée,  le  rayon  de  courbure  est  double  de  la 
d-ormale. 

En  prenant  le  signe  inférieur,  on  a 


y/x  —  c 
d'où 

on 

Ration  d'une  parabole  dont  Taxe  est  perpendiculaire  à 

l'axe  des  x. 

La  normale  se  rapportant  à  une  droite  donnée  que  Ton 

%  prise  pour  axe  des  x,  si  Ton  changeait  cet  axe,  il  faudrait 

se  rappeler  que  la  normale  doit  être  prolongée  jusqu'à  la 

droite  donnée,  et  non  jusqu'au  nouyel  axe  des  x.  Mais  on 

peat  prendre  l'origine  en  tel  point  que  l'on  voudra  de  cette 

%ie,  par  exemple  cdni  dont  l'abscisse  est  </,  ce  qui  rerient 

t  (aire  c^^=  o  ^  on  a  ainsi 


^îl est  facfle  de  Térifier  que,  quel  que  smt  c^  la  parabole 
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représentée  par  cette  équation  a  son  rayon  de  oombiire 
double  de  la  normale  et  dirigé  en  ser"  contraire. 

2°  Soit  m  =  I  ^  l'équation  dîfféi  ^^tîelle  de  la  couik 
sera 


dx  = 


\/{fr"- 


En  prenant  le  signe  supérieur,  il  vient 
d'où 

OU 

équation  d'un  cercle  quelconque  ayant  son  centre  sur  Taxe 
des  X.  Et  Ion  voit,  en  effet,  qu'alors  le  rayon  de  courbure 
sera  toujours  égal  à  la  normale  et  dirigé  dans  le  même 
sens. 

Si  l'on  prend  le  signe  inférieur,  on  trouve 

d*où 


X  —  c'  zrzc  log : 

Remplaçant  x  —  c'  par  x^  on  obtient 


qui  se  réduit  à 

c'est  la  courbe  que  l'on  nomme  chainette  :  elle  est  «yin^ 
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rriqué  par  rapport  à  l'axe  desj-^  et  son  sommet  est  à  la  dis- 
tance c  de  Taxe  des  x.  Il  est  facile  de  yéri6er  que  son 
rayon  de  courbure  est  égal  à  la  normale  et  dirigé  en  sens 
contraire. 

Une  des  équations  que  nous  venons  de  traiter  peut  être 
int^rée  plus  simplement  par  une  considération  particu- 
lière :  c'est  celle  que  l'on  obtient  en  supposant  m  =  i  et 
prenant  le  signe  supérieur  \  on  a  alors 

dy 
les  deux  premiers  termes  formant  la  dérivée  de  j^  -—  >  on 

^tira,  en  int^rant, 

dx 
aœ 

et,  en  intégrant  de  nouveau, 

jr»  +  (a:  — c)'  =  c', 

« 

é^ation  qui  ne  difiere  pas  de  celle  que  nous  avions  déjà 

trouvée. 

iS4.  L'équation 

rfr»  d^Y 

aurait  pu  être  traitée  plus  simplement  que  par  la  méthode 
dont  nous  avons  voulu  présenter  une  application.  On  aurait 
pi  rabaisser  au  premier  ordre,  en  posant 

dy  .,  ,      d^Y  dp 

dx       ^^  ilx^  dx 

etVéqaadon  proposée  serait  devenue 


dp 
P'=^mjrp—f 


%i 
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d'où 

• 

dy         .  mpdp 

et,  en  intégrant, 

r 

.^è 

^S'**c=*^<'"*'^'^     ""     (?)    '"  =  '+/^» 


et,  par  suite, 


%=\m^-^ 


da:  = 


N/(f) 


m 
—  I 


comme  nous  Payions  trouvé  par  la  première  méthode. 
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CHAPITRE  X. 

ÉLIMINATION  DES  VARIABLES  ENTRE  LES  ÉQUATIONS 
DIFFÉRENTIELLES  SIMULTANÉES.  INTÉGRATION 

DE  CES  ÉQUATIONS. 


155.  Considérons  d'abord  deux  équations  à  trois  va- 
■îables  x^y^  z^  et  dans  lesquelles  on  peut  toujours  supposer 
jne  les  dérivées  soient  prises  par  rapport  à  la  même  va- 
:dable  indépendante,  x  par  exemple  \y  ^X.  z  sont  des  fonc- 
LÎons  de  x  qu'il  s'agit  de  déterminer,  et  nous  commence- 
rons par  y  appliquer  le  développement  en  séries. 

On  peut  toujours  supposer  que  Ton  tire  de  ces  équations 
les  valeurs  des  coefficients  différentiels  de  Tordre  le  plus 
élevé  par  rapport  à  j^  et  -z,  s'ils  entrent  dans  les  deux  équa- 
tions, n  faut  toutefois  excepter  le  cas  particulier  où  Téli- 
mination  de  l'un  ferait  disparaître  en  même  temps  l'autre. 
Les  deux  équations  peuvent  donc,  en  général,  être  conçues 
sous  la  forme 


d*z 


ri  Ton  prend  arbitrairement  les  valeurs  de  j^, . . . ,  - — —? 

d*~^z 
*v  •)  -z — j->  dans  lesquelles  on  fait  x  =  o,  elles  serviront 

à  exprimer  toutes  les  dérivées  suivantes  de  j^  et  z,  pour  la 
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valeur  x  ==  o,  et  l'on  pourra,  par  conséquent,  développer 
y  el  z  par  la  formule  de  Maclaurin.  On  voit  que  leurs  ex- 
pressions renfermeront  m-hn  constantes  arbitraires.  Au 
lieu  de  la  valeur  particulière  ;r  =  o,  on  pourrait  en  choisir 
une  autre  quelconque  Xo  et  employer  la  série  de  Taylor. 

Si  l'élimination  de  -r-^  avait  entraîné  -; — >  la  seconde  de^ 

équations  précédentes  serait  d'un  ordre  inférieur  à  n.  G^ 
cas  est  renfermé  dans  celui  que  nous  allons  traiter. 

1S6.  Soit  m  Tordre  le  plus  élevé  par  rapport  k  y  da^^ 

les  deux  équations.  On  tirera  la  valeur  de  ^-^  de  l'une  des 

équations,  et  on  la  reportera  dans  l'autre,  si  cette  dérivée 
s'y  trouve^  il  n'y  aura  plus  alors  dans  celle-ci  que  des 
ordres  inférieurs  à  m  par  rapport  à  y.  On  en  tirera  la  va- 
leur de  la  dérivée  la  plus  élevée  en  z,  et  l'on  aura  deux 
équations  de  la  forme 

d^'e  __^       j  d'"'r  d^'-^zX 

(^^  d^-^'y'^'""   d^'    ^'••"^^?^j' 

dans  lesquelles  on  a  m ^  m\  el  n  <^n'  on  ^ n' . 

i^  Soit  n<^n'\  prenons  arbitrairement  les  valeurs  de 

r, . . . ,  ^ — fr»  ^)  •  •  •  î  ^  ^,__^-  pour  a:  =  o  -,  toutes  les  dérivées 

supérieures  seront  connues  pour  la  même  valeur  x  =  o, 
au  moyen  de  celles-ci  et  des  équations  (i)  et  (2),  de  sorte 
qu'on  pourra  effectuer  le  développement  de  ^  et  z.  Le 
nombre  des  constantes  arbitraires  qui  y  entreront  est 
m  -h  yi't  et,  dans  le  cas  actuel,  on  a  m  H-  /z'  >•  m'  -f-  /i. 
2°  Soit  n^n'\  le  développement  de  j^  exige  toujours 

d^z 

que  l'on  connaisse  les  valeurs  de  z, . . . ,  -z —  pour  x  =  0. 
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Or,  depuis  l'ordre  n\  elles  devront  être  tirées  de  Téqua- 
tion  (2)  et  de  ses  dérivées  jusqu'à  l'ordre  ti^tl  z\  ce  qui 
conduira  à  l'ordre  m'  -f-  ti  —  /i'  en  y.  Or,  si  Ton  avait 

ffi-\-n  —  n'^^rriy  l'équation  (i)  ferait  connaître  -.--y  au 

moyen  des  dérivées  d'ordres  supérieurs  à  m,  et  celles-ci  au 
moyen  d'autres  plus  élevées  ;  on  ne  pourrait  donc  effectuer 
le  développement  A.ey.  On  doit  donc  avoir  m-^rrl^  m!- f  •  n 
pour  que  le  calcul  précédent  puisse  faire  connaître^  et  z\ 
et,  dans  ce  cas,  le  nombre  des  constantes  est  encore  le  plus 
grand  des  deux  nombres  m  +  ti'  et  m'  +  n. 

157.  Si  l'on  avait  eu  m'  4-  n  ^  m  -f-  zi',  on  aurait  au 
moins  Tune  des  deux  inégalités  ml^m^n^n'^  soit,  par 
exemple,  m'^m.  On  tirerait  des  équations  données  les 

Tileors  de  -r-^  et  - —  ;  on  aurait  ainsi 
dxr        (Lk^ 


N 


d*z ^/  d^jr  £/*-»z\ 

-j-^-^y^,X -^p        ^ ^rïj» 

^les  développements  seraient  possibles,  parce  que  les 
équations  rentrent  dans  le  cas  précédent.  Le  nombre  des  " 
constantes  serait  m'  H~  ra,  et  serait  encore  le  plus  grand  des 
deux  nombres  mf-î-n  et  m -h  n'. 

iS8.  Supposons  maintenant  un  nombre  quelconque 
d'équations  simultanées,  qui  doivent  déterminer,  en  fonc- 
tion de  Xy  les  variables^,  z,  u,.. . .  Kous  considérerons  seu- 
lement le  cas  où  Ton  peut  les  concevoir  résolues  par  rap- 
port aux  coefficients  différentiels  des  ordres  respectivement 
les  plus  élevés  par  rapport  à  ^,  z,  u, . . . ,  savoir  : 

d'y       d'z       dPtt 


? 


d^r*         dx*         dxy 
Caïculimf.  D. -^  \\.  l5 
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U  est  clair  qu'au  moyen  des  équations  données,  qu'on  dii- 
férentiera  indéfîniment ,  il  sera  suffisant  et  nécessaire  de 
connaître  les  valeurs  que  prennent  j^,  z^  u,...  et  leurs  déri- 
vées jusqu'aux  ordres  m — i,/i — i,p — i,...  inclusivement, 
et  dans  lesquelles  on  fera  a:  =  o,  pour  pouvoir  effectuer  le 
développement  de  chaque  variable  par  la  formule  de  Ma- 
claurin.  Ces  constantes  sont  entièrement  arbitraires,  et  leur 
nombre  est 

m  -4-  /i  -i-  /?  -h . . . . 

159.  Laissant  de  côté  maintenant  les  développements  en 
séries,  nous  allons  chercher  à  éliminer  toutes  les  fonctions, 
excepté  une ,  et  ramener  ainsi  la  question  à  l'intégraticm 
d'une  seule  équation  différentielle. 

Proposons-nous  d'abord  d'éliminer  j^  entre  deux  équa- 
tions dans  lesquelles  le  coefficient  différentiel  de  Tordre 

le  plus  eleve  par  rapport  aj^  est  — —  et,  par  rapport  à  z,  —  • 

Supposons,  en  premier  lieu,  que  ces  deux  expressions 
entrent  dans  chaque  équation,  combinées  d'une  manière 
quelconque  avec  les  coefficients  différentiels  des  ordres  in- 
férieurs, ainsi  que  j^,  z  elx.  Soient  ces  équations 

t 

/  dy  d'"x  dz  d^z\. 

/  dr  d"Y  dz  d'zX 

Si  l'on  différentie  ces  deux  équations  un  même  nombre 
de  fois  quelconque,  on  introduira  autant  de  nouvelles  déri- 
vées de  y  d'ordre  supérieur  à  m ,  et  un  nombre  double 
d'équations  5  de  sorte  que,  si  l'on  effectue  ainsi  /ndifféren* 
tiations,  on  aura  am  ^-  a  équations  renfermant  ^  et  se* 
im  premières  dérivées,  et  Ton  pourra  en  éliminer  toute» 
ces  quantités  par  les  règles  ordinaires  de  l'Algèbre.  Leur 
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système  sera  ramené  à  une  équation  de  Tordre  m-\-n  entre 
z  et  X,  d'où  l'on  pourra  tirer  la  valeur  de  z  en  fonction  de 
JT  et  de  171  +  71  constantes  arbitraires,  et  à  277z-i-  i  équa- 
tions dans  lesquelles  on  substituera  k  z  et  k  ses  dérivées 
leurs  valeurs,  actuellement  connues,  et  elles  ne  renferme- 
ront plus  que  j^  et  ses  2m  premières  dérivées.  Éliminant 
<xs  dernières,  il  restera  mie  équation  entre  j^  et  x  et  les 
jr7i4- 1  constantes  arbitraires  qui  se  trouvaient  dans  z. 

Ainsi,  en  général,  les  fonctions  jr  et  z  renfermeront 
les  mêmes  constantes  arbitraires ,  en  nombre  égal  à  la 
somme  des  nombres  qui  désignent  l'ordre  le  plus  élevé 
des  équations  par  rapport  ày  et  z  respecti^^ement. 

On  agirait  d'une  manière  analogue,  et  Ton  arriverait  à 
des  conséquences  semblables,  pour  un  nombre  quelconque 
de  fonctions,  avec  un  nombre  égal  d'équations. 

160.  Mais  il  peut  arriver  que  les  coefficients  différentiels 
^%    de  Tordre  le  plus  élevé  n'entrent  pas  à  la  fois  dans  les  deux 
«(piations. 
Supposons  que  les  coefficients  différentiels  de  l'ordre  le 
TtiM    {lus  élevé  soient  dans  la  première 


a 


0. 


^dans  la  seconde 


dxf'  '      SE»"' 


dxf"'  '       daf"'  * 


On  différentiera  77»'  fois  la  première  équation  et  77»  fois 

1»  seconde.  On  aura  alors  771  -h  ttz  4-  2  équations  renfer- 

«int^  et  ses  dérivées  jusqu'à  l'ordre  m-^m^.  On  pourra 

donc  éliminer  toutes  ces  quantités,  et  il  restera  une  équa- 

tiim  entre  z  et  or,  dont  l'ordre  sera  le  plus  grand  des  deux 

oombres  t»  -f-  71',  et  77»' -h  71 5  et  cet  ordre  est  égal  au  nombre 

des  constantes  qui  entreront  dans  la  valeur  de  z.  Sub- 

i5. 
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stituant  à  z  et  à  ses  dérivées  leurs  valeurs  connues,  dans  les 
m  -f-  m'-f- 1  équations,  on  en  pourra  éliminer  les  m  -+-  m' dé- 
rivées de  y^  et  il  restera  une  équation  entre  y^  x  et  les 
constantes  qui  entrent  dans  z. 

161.  Considérons,  en  particulier,  le  cas  de  m  équations 
où  toutes  les  dérivées  sont  du  premier  ordre,  et  peuvent  en 
être  déduites  sans  que  Ton  rencontre  aucune  incompatibi- 
lité ou  indétermination;  on  aura  alors 

dz 


du 


et,  d'après  ce  qui  précède,  les  constantes  arbitraires  seront 
les  valeurs  de  j^,  z, . . . ,  i/,  correspondant  à  x  =  j::©-  Si  l'on 
différentîe  la  première  m  —  i  fois  et  qu'on  substitue  à  cha- 
que fois  aux  dérivées  du  premier  ordre  qui  s'introduisent 
leurs  valeurs  tirées  des  équations  données,  on  obtiendra 
ainsi 


d"*y' 

^  =  F^_,(ar,^,  2,...,  u)\ 


et  il  n'y  a  plus  qu'à  éliminer  les  variables  -s, . . . ,  «,  ^ 
sont  au  nombre  de  /w  —  i .  Il  en  résultera  une  équation  àfi 
l'ordre  m  enj^,  qui  donnera  la  valeur  de  cette  variable  cp 
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fonction  de  x  et  de  m  constantes  arbitraires.  Substituant 
cette  valeur  dans  les  m  —  i  équations  qui,  conjointement 
arec  l'équation  finale,  remplacent  le  système  donné,  on  en 
déduira  z, . . . ,  u  en  fonction  de  x  et  des  mêmes  constantes 
arbitraires. 

Remarque.  —  Si  les  intégrales  de  ces  équations  sont 
mises  sous  la  forme 

qu'on  les  différentie   et  qu'on  remplace  ^>"'5  -r-  par 

leurs  valeurs  en  a:,  ^,  z, ....  m,  les  équations  qu'on  ob- 
tiendra entre  ces  variables  seront  des  identités  \  car  toute 
équation  déduite  des  intégrales  et  des  données  doit  être 
\     satisfaite  par  des  valeurs  arbitraires  j^o?  -s?©,  •  •  •  ?  "o?  cor- 
nspondant  à  un  a:  arbitraire  x^. 
On  a  donc,  quels  que  soient  x,^,  z, . . . ,  m, 

*  tmsî  des  autres. 

D'où  l'on  voit  que  chacune  des  fonctions  cp,  vj^j, . . .,  (f»^_t 
est  une  solution  de  l'équation  aux  difierentielies  partielles 

j^  4-  F  (x,  ^,  3, . . . ,  m)  -^  H- . . .  -{-  y  (or,  ^, . . . ,  tt)  —  z=  o, 

^  laquelle  u  désignerait  tme  fonction  des  variables  indé- 
pendantes X,  ^,  -Z, .  .  .  ,  M. 

Cette  remarque  nous  sera  très -utile  dans  l'intégration 
^équations  différentielles  partielles. 

Ifâ.  On  peut  ramener  au  cas  des  équations  du  premier 
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ordre  celui  dans  lequel  on  suppose  que  Ton  puisse  expri- 
mer les  dérivées 

d'^y        d^z       dl^u 
dx^        dx^        dxi* 

au  moyen  de  celles  d'ordre  inférieur. 
En  effet,  si  l'on  pose 

dx-^'      dx^^''"'         dx       -^         • 

dz  dz'  dzi*-^^ 

ZïZ  —     '      ZfZ  —  ^  »  •  •  •  »  j^      —  ^*      '» 

ax  ax  ^  ax 

du  ,        du'  „  du(P-^)  ,     ,, 

ax  ax  ax 

les  équations  proposées  donneront  les  valeurs  de 

//jrC"-»)        ^fzC'^-O        duiP-^) 

— j      y  ■    j  •  •  • 

dx  dx  dx 

en  fonction  de  x^  y^  y'.. . .,  JK^'""'^  z^  ^', . . . ,  z^"""*^,  «y 
u',. . . ,  M^''~*^  En  les  joignant  aux  équations  précédentes^ 
on  aura  un  système  composé  de  w  -4-  w  4-  p  + . . .  équa- 
tions du  premier  ordre,  que  Ton  intégrera  comme  dans  le 
cas  précédent. 

163.  Nous  avons  supposé  précédemment  que  les  écpia— 
tions  données  du  premier  ordre  pouvaient  être  résolues  paï" 
rapport  à  toutes  les  dérivées,  qui  se  trouvaient  alors  expri- 
mées en  fonction  des  variables  elles-mêmes  ;  mais  il  pour-' 
rait  en  arriver  autrement  sans  qi^e  les  équations  fussen*^ 
incompatibles. 

Si  Ton  conçoit  que  l'élimination  des  dérivées  se  fasse, 

par  exemple,  en  tirant  de  l'une  des  m  équations  la  valeuï" 

dx  ' 

de  -^-  et  la  reportant  dans  toutes  les  (m  —  i)  autres,  pui^ 
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tirant  -j-  d'une  de  ces  dernières,  et  la  reportant  dans  les 

m— 2  autres,  et  ainsi  de  suite,  on  parviendra,  en  général, 
i exprimer  la  dernière  dérivée  au  moyen  de  j:,  j*,  ^9. . ., 
et,  par  suite,  toutes  les  autres.  Mais  si  l'une  de  ces  substi- 
tutions faisait  disparaître,  dans  toutes  les  équations  où  on 
la  fait,  n  dérivées  en  outre  de  celles  que  l'on  substitue,  on 
aurait  un  système  d'équations  dont  le  nombre  surpasserait 
de  n  celui  des  dérivées,  et  l'élimination  de  celles-ci,  en  sup- 
posant qu'il  ne  se  rencontre  pas  de  nouvelles  variables, 
conduirait  à  n  équations  entre  les  variables  mêmes  x^y^ 
z,  •  •  •  sans  constantes  arbitraires.  On  pourrait  en  tirer  les 
valeurs  des  n  variables  dont  les  dérivées  ont  disparu,  et  il 
resterait  m — n  équations  différentielles  résolues  par  rap- 
port aux  dérivées.  Les  intégrales  du  système  proposé  ne 
renfermeraient  alors  que  m  —  n  constantes  arbitraires. 
Soient,  pour  exemple,  les  trois  équations 

dy        dz         du 
dx       dx        dx 

dy  dz  du 

X X  —  -^  y  —  =^^» 

dx  dx  dx 

dy  dz  du 

dx  dx  dx         ' 

L'élimination  de  —  conduit  aux  deux  équations 

(r  —  ^)  ^  =  «  — .«% 

g  a  disparu  en  même  temps  que  -^9  et,  si  l'on  élimine  ~ 
^tre  ces  deux  équations,  il  en  résultera  une  autre  entre 
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X,  y^  z  qui  sera 

z  —  x^       xz  —  y 


> 


y  —  X         ar  4-  a 
OU 

^*-+-  z'  —  xyz  -!-  xz  —  xy  —  a:*  =:  o. 

On  en  pourra  tirer  z  en  x  et  y^  et  Ton  connaîtra  —  et 

~  en  fonction  de  x  et  j^.  On  rentre  ainsi  dans  le  cas  pri- 
mitivement traité,  et  l'on  obtiendra  les  valeurs  de  u  et  y^ 
et  par  suite  de  z^  en  fonction  de  x  et  de  deux  constantes 
arbitraires. 


»»••« 
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CHAPITRE  XI. 

ÉQUATIONS  LINÉAtRES  SIMULTANÉES. 


164.  Si  ces  équations  sont  toutes  du  premier  ordre,  on 

a  un  cas  particulier  de  la  dernière  question  :  c'est  celui  ou 

les  fonctions  F,  y, ... ,  cp  sont  linéaires  par  rapport  à  y^ 

^, .  •  •  î  "î  et  renferment  x  d'une  manière  quelconque  \ 

et  il  est  facile  de  voir  qu'alors  l'équation  finale  en  y  est 

linéaire. 

Quant  à  la  détermination  des  autres  inconnues,  il  est 
important  d'observer  que,  l'élimination  ayant  lieu  entre 
des  équations  du  premier  degré  en  z, . . . ,  u,  lorsqu'on  con- 
naîtra^, on  tirera  les  valeurs  de  ces  inconnues  de  celles 
<]ae  l'on  voudra  des  équations  (i)  elles-mêmes;  car  ces 
éqaations  doivent  être  satisfaites,  et,  de  plus,  ne  donneront 
cp'une  seule  valeur  pour  chaque  inconnue. 

Si  ces  équations  ne  sont  pas  du  premier  ordre,  on  peut 
les  traiter  par  les  méthodes  indiquées  précédemment.  On 
p:ut  aussi  les  ramener  à  des  équations  du  premier  ordre, 
^posant,  comme  nous  l'avons  déjà  fait, 


dx—^'     dx-^'""  dx       "^        * 

et  de  même  pour  les  variables .?,...,  u. 

Oq  aura  ainsi  un  plus  grand  nombre  d'équations;  mab 
il  j  en  aura  toujours  un  nombre  inférieur  d'une  unité  au 
nombre  total  des  variables,  et  dDet  seront  linéaire»  et  du 
premer  ordre  par  rapport  â  toutes  les  Tariables. 
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Si,  par  exemple,  on  avait  les  deux  équations 

ax*  ax'  clx  eue 

A'— f  4-B'-^-  -f-C'-r-  -i-D'—  H-E>-f-F'z-f-H'  =  o, 
€ix^  dx^  dx  dx 


elles  seraient  remplacées  par  le  système  suivant  : 

dx-^^'     ^-"^' 

dy'  dz' 

A~-  -f-  B  -r-  -t-C/H-Da'-t-  Ern-  Fz  -f-H  =  o, 
âur  dx 

A'  4-  +  B'  ^  -+-  Cy-l-  DV  +  E>  -f-  Fz  -I-  H'=  o. 
ox  ax 

dy'    dz' 
Les  deux  dernières  donneront  -y-t  -j-  en  fonction.  J 

dx     dx 
néaire  de  y\  z\  y^  z  \  et,  en  opérant  comme  nous  Tavoj] 
indiqué,  nous  aurons  quatre  équations  de  la  forme  soi 
vante  : 

dx"^' 
d'Y 

•^  =  M/  -\-  Nz'  4-  Pr  +  Qz  -î-  R, 


^2 

d\r 

da^ 


=  M'/' -h  N'  z'-f-  P'7  -f-  Q'z  -4-  R', 


On  éliminera  ^,  z',  j|f'  entre  ces  quatre  équations,  € 
Ton  aura  une  équation  linéaire  du  quatrième  ordre  en  jr 
Quand  elle  sera  intégrée,  on  substituera  la  valeur  de^  dan 
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trois  des  premières,  et  Ton  en  tirera  la  valeur  de  z  qui  ren- 
fermera les  quatre  constantes  qui  entrent  déjà  dans^.  Si 
l'on  avait  suivi  l'autre  marche,  on  aurait  difiërentié  deux 
fois  chacune  des  équations  données,  et  l'on  aurait  eu  six 

équations  entre  lesquelles  on  aurait  éliminé  z^  3~'"''  j~7  • 

On  aurait  ensuite  substitué  à^  sa  valeur  en  fonction  de  x 
et  de  quatre  constantes  arbitraires,  dans  les  cinq  équations 
conjointes ,  et  Ton  en  aurait  tiré  la  valeur  de  z  en  fonction 
de  X  et  des  mêmes  constantes  arbitraires. 


9 

Equations  linéaires  simultanées  du  premier  ordre, 

165.  Ces  équations  peuvent  être  résolues  par  rapport 
aux  dérivées  des  m  variables  j^,  ^, . . . ,  m  ^  et  nous  suppo- 
serons d'abord  que  les  coefficients  de  ces  variables  soient 
des  constantes  données,  mais  que  les  termes  qui  en  sont  in- 
dépendants puissent  être  des  fonctions  quelconques  de  x. 
Nous  aurons  des  équations  de  la  forme  suivante  • 

■^  H-  A,  j  -f-  B,  -s  -4- . . .  -h  P,  tt  =  X„ 
dx 

dz 
(0  /'  dx  "*"  ^^^  H-  Ba  3  4-  .  .  .  -f-  Pj  w  :=  Xj, 


du 

-j-  -h  Amjr  -f-  B«  z  -4-  .  .  .  +  Pm  w  —  Xm. 
i  djc 

On  pourrait  les  traiter  par  les  méthodes  précédentes,  et 
1  on  parviendrait  à  une  équation  linéaire  de  l'ordre  m  à 
<^fficients  constants  ^  mais  il  est  plus  simple  d'employer  le 
Procédé  suivant  : 

Multipliant  ces  équations,  à  partir  de  la  seconde,  par  les 
indéterminées  0,,  0,,...,  9;„-.i,  puis  les   ajoutant,   nous 


M 
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aurons 

-{-(B,  ■4-B|9,^-...-hB«9«_,)«4-... 
H- (Pi -4- PaOi  +  ...-4- Pm  ©«-,)  « 

\,  ^:=^  Xi  -f-  Xa  9i  "f" •  •  •  H~  Xm  v/n—i' 

I 

Or  cette  équation  ne  renfern^erait  plus  que  la  seule  va- 
riable j)^  -t-  ^1  z  -f- . . .  -h  6^.1  M,  si  les  rapports  des  coeffi- 
cients de  z, . . .,  u  au  coefficient  de  j^  étaient  respectivement 
9i,  0,,. . .,  0„,_i;  et  ces  conditions  détermineront,  comme 
on  va  le  voir,  les  valeurs  de  di, . . . ,  9m-i-  Si  l'on  désigne 
par  —  a  le  coefficient  indéterminé  de  ^,  on  sera  conduit 
aux  m  équations 

/  o  %  I  B|  -f-  Ba  9i  H- . . .  -h  B«  6fl,..  1  =  —  aO|, 

P,  4-  Pa  Ô,  -f- .  . .  +  P,.Ô«_,  =--  ae„.,. 


•  •  1 


Ces  équations  détermineront  les  m  inconnues  a,  0i,. 
0m-i9  et  si  Ton  désigne  par  X  la  fonction  connue 

Xi  -f-  Xa  01  -+-...+  Xin  ©m— I, 

Téquation  (2)  deviendra,  en  faisant  y-f-  9^  z-+- . . .  -f-  Bm^iu^^^i 

(4)  ^-«.  =  x, 

équation  linéaire  que  Ton  sait  intégrer.  Mais  occupons-nous 
(f  abord  de  la  résolution  des  équations  (3). 

En  laissant  de  côté  la  première,  on  a  m  —  i  équations 
du  premier  degré,  qui  détermineront  Oj,  9j,. . .,  0«_i  ^^ 
fonction  de  a  5  les  reportant  dans  la  première,  on  n'aura 
plus  que  Tinconnue  a,  et  il  est  facile  de  voir  que  l'équation 
sera  du  degré  m.  En  effet,  si  Ton  réunit  les  coefficients  des 
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mêmes  inconnues  dans  les  m  —  i  équations  d'où  Ton  tire 
Su...-)  flm-ii  on  observera  que  a  entre  au  premier  degré 
dans  le  coefficient  de.  di  dans  la  première,  de  9,  dans  la  se- 
conde,  etc.,  enfin  de  0«_i  dans  la  dernière,  et  que,  de  plus, 
il  n'entre  dans  aucun  autre.  Donc  le  dénominateur  com- 
mun des  valeurs  de  ces  inconnues  renfermera  a  au  degré 
m  —  I ,  et  le  numérateur  au  degré  m  —  2  seulement.  Quand 
on  fera  la  substitution  dans  la  première  et  qu'on  cbassera 
le  dénominateur,  on  aura  évidemment  une  équation  du 
d^ré  m  en  a. 

Actuellement  l'équation  (4)  donne 

Si  Ton  met  successivement  dans  cette  équation  les  m  va- 
leurs de  a,  on  aura  à  chaque  fois  des  valeurs  dlâerentes 
pour  9i , . . . ,  9,n-i  î  et  Ton  pourra  prendre  pour  la  constante  C 
des  valeurs  difierentes  arbitraires,  puisque  toutes  ces  équa- 
tions subsistent  indépendamment  les  unes  des  autres* 

On  aura  donc  ainsi  m  équations  du  premier  degré  entre 
X  et  les  m  variables  j^,  z,...,  k.  Les  valeurs  de  ces  variables 
en  fonction  de  x  renfermeront  m  constantes  arbitraires,  et 
seront  de  la  forme 


7=ai^»'(C,-4-/X€-*.'^)-4-a,c-*';C,-4-/X^-«.'£ir)+..., 

m 

Les  valeurs  des  constantes  se  détermineront  très-facilement 
si)  poor  une  certaine  valeur  x%  de  x^  on  connaît  les  valeurs 
7»,  Z|, . .  .i^  K«  des  fonctions  jr^  j?, . . . ,  i/.  En  effet,  on 
prendra,  pour  plus  de  simplicité,  toutes  les  intégrales  à 
partir  de  x^'^  et  si,  dans  la  valeur  de  f^  trouvée  ci-dessus, 
on  flût  or  =  x^j  on  aura 
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ce  qui  détermine  la  constante  G  relative  à  une  quelconque 
des  valeurs  de  a,  9i, On  connaîtra  donc  ainsi  les  m  con- 
stantes Kj\  ^  ^t?  *  *  *  )  ^m* 

Si  les  seconds  membres  des  équations  (i)  étaient  nuls,  orm. 
aurait  seulement 

7  —  C,  a,  e«i'  -h  C,  aj  c«»'  -i-  .  . . , 
z  ~  G,  6,  c«i'  -f-  .  . . , 


Si  Ton  suppose  toutes  les  constantes  nulles,  excepté  une^  ^ 
on  aura  des  solutions  de  la  forme 

J  m  C,  a,  C"i',       3  ::=  G,  6|  C*i', .... 

Les  rapports  des  variables  sont  constants,  quel  que  soit  O  9 
et  les  valeurs  générales  sont  formées  des  sommes  de  ces 
solutions  particulières,  correspondant  aux  divers  exposants 

166.  Soient,  pour  exemple,  les  deux  équations 

dv  dz 

(a)  -7- H- Aj  +  Bz  1=  o,      -j- H- A,j-4- B,z  =  0. 

dx  ax 

Multipliant  la  seconde  par  6,  et  Tajoutant  à  la  première,   îl 

vient 

dx 
Posons 


+  (A-f-  9A,)7-4-(B-+-  ÔB,)z=i:o. 


(S)       j-KÔzniip,     Ah-ÔA,  — -—a,     Bh-ôBi  =  --ûô, 
Téquation  précédente  deviendra 

(7)  S-^'-^o» 

et  0  sera  déterminé  par  l'équation 

—  ^ ^AH-0Ai, 
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OU 

((T)  A.Ô*-+-(A  — B|)ô  — B  — o. 

Soient  01,  flj  les  deux  racines  de  cette  équation  5  t^i,  i^^  les 
valeurs  correspondantes  de  f^;  a^,  a^  celles  de  a  ;  on  aura 

J  -f-  Oi  3  =  i',,      X  -hBiZ  —  t'a, 

d'où  l'on  tirera 

Or  Téqualion  (y)  donne  i^=  Ce"',  et  si  Ton  désigne  par 
Cl,  Cl  les  valeurs  de  la  constante  G  correspondant  à  di,  di, 
les  équations  (e)  deviendront 

.   .  _  C,  g^»*  —  Cl  g«i'  _  C.  e,  e"'^  -  C,  0,  e"«' 

9j  — —   W|  02   0| 

Si  les  racines  de  Téquation  (d)  étaient  imaginaires,  les 
Valeurs  de  j^  et  z  se  présenteraient  sous  une  forme  imagi- 
naire, et  on  leur  donnerait  la  forme  réelle  par  les  transfor- 
n^ations  ordinaires.  Mais,  si  ces  racines  étaient  égales,  les 
dénominateurs  de  y  et  z  deviendraient  nuls^  alors  les  for- 
^Qules  {^)  seraient  absurdes,  à  moins  qu'on  ne  supposât, 
oomme  on  peut  le  faire,  que  les  constantes  Ci,  Cj  de- 
vinssent égales  en  même  temps  que  0i ,  ^i ,  et  ces  formules 

donneraient  les  valeurs  de  r  et  ^  sous  la  forme  -«.v 

•^  o   - 

Pour  déduire  des  équations  ((^)  les  valeurs  relatives  à  ce 

cas  particulier,  on  pourra  supposer  que  les  coefficients  des 

équations  (a),  ou  seulement  l'un  d'eux  choisi  à  volonté, 

soient  modifiés,  de  manière  que  les  valeurs  de  0  ne  soient 

plus  égales,  et  qu'on  fasse  tendre  ensuite  ces  coefficients 
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vers  les  valeurs  données.  Il  suffira  de  trouver  les  limites  des 
valeurs  àey  et  z,  avec  deux  constantes  arbitraires,  pour 
avoir  la  solution  cherchée.  On  pourrait  suivre  pour  cela  la 
même  marche  qui  a  été  suivie  précédemment  dans  un  cas 
semblable  ;  mais  il  est  possible  d'abréger  le  calcul  par  les 
considérations  suivantes,  qui  sont  applicables  dans  d'autres 
circonstances. 

On  remarquera  d'abord  que  les  deux  termes  des  fractionsi 
qui  représentent  j  el  z  peuvent  être  regardés  comme  dee 
fonctions  de  la  variable  Q^  qui  tend  vers  la  limite  61  :  car  c 
dépend  de  0,  par  la  seconde  des  équations  (6),  et  la  con^ 
stante  Cj  tendant  vers  Ci  peut  être  considérée  comme  un^ 
fonction  arbitraire  de  63 9  ayant  pour  limite  Ci.  On  poun^ 
alors  traiter  les  formules  (^)  d'après  les  règles  ordinaire 

relatives  aux  fractions  qui  se  réduisent  à  -  pour  une  vale — ■ 

particulière  d'une  lettre  qu'elles  renferment. 


Dîflférentîant  donc  par  rapport  à  Oj  les  deux  termes 
fractions  qui  représentent  j^  et  z,  on  aura  pour  la  ^^^ 
mière 


a^2  d^t 


et  pour  la  seconde 


_  -   dQi  da* 

et  l'on  aura  les  limites  de  j^  et  z,  en  faisant  dans  ces  exprès- 
sions  6,  =  fil,  a,  =  «1 ,  Cs  ==  Cl ,  et  observant  que  -— -'  sera 
une  constante  entièrement  arbitraire  C,  puisque  Cj  est  une 
fonction  arbitraire  de  6^,  Quant  à  -—- %  on  en  déterminera 
la  valeur  au  moyen  de  la  seconde  équation  (6),  dans  la- 
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(pielle  on  considérera  A  et  A^  constants,  ce  qui  donne 

da 

On  trouvera  ainsi,  pour  le  cas  des  racines  égales, 

«  =  (C  —  C,  A,  x)  ^i',     r  =  (Cl  —  Ô.  C  -h  ô,  C,  A,  .t)  e^i'. 

167.  Si,  dans  les  équations  (i),  les  coefficients  Ai* 
Af, .  • . ,  Pi,  Ps, . . .  étaient  fonctions  de  x,  la  méthode  em- 
ployée devrait  nécessairement  être  modifiée,  parce  que 

-T-  -h  Si  -; — h  • .  •  -+-  0m*i  -r-  ne  serait  plus  la  dérivée  de 
dx        ^  dx  "^  ^  dx  ^ 

r-+-fliZ  -i-  . . .  -H9m-i  M?  vu  que  les  facteurs  6, , . . . ,  9,„.i 

ne  pourraient  plus  être  constants.  Néanmoins  on  commen- 

cerait  de  la  même  manière,  et  Ton  poserait 

d'où  Von  tirerait 

rfy      ^  dz  ^       du        dv  d9f  dO„,^t 

^-  4-  ô,  -T-  H-  • h  ô«-i  T  =  -j ^1 "  ~-; 

■*-j:  ajc  dx        dx  dx  dv 

^  ^uation  précédente  servirait  à  éliminer  y  de  Téquatiou 

^■O  tenue  en  ajoutant  les  m  équations^  on  égalerait  ensuite 

3éro  les  coefficients  des  m  —  i  variables  ^,...,  u  dans 

^Ite  équation;    il   en   résulterait  d'abord  m — i   équa- 

^<jns  non  linéaires  du  premier  ordre  entre  les  m  —  i  va- 

^^les  9i, . . .,  0,„-i,  et,  en  outre,  une  équation  du  premier 

^^^dre  en  ^',  que  Ton  traiterait  après  la  détermination  de 

Pour  donner  un  exemple  de  ce  procédé,  soient  les  deux 
^Cfualions 

Kp)         ~-f-Aj4-B2  =  X,      -r^-^-A,r^-B,l;=:X.; 
dx  dx 

BUÛtipUant  la  seconde  par  ô,  et  l'ajoutant  à  la  première, 

Cale,  inf.  D,— il,  l6 
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il  vient 

(l,)       î^  4.  0  ^  +  (A  +  QA^)x  -I-  (B  +  0B,)c  i=X  4-  ÔX,. 
a.r  ilx 

Posons 

j-4-ÔZz=:p,      d'où    y=zv  —  O3 

et 

dr        ^  dz         d\*  dO 

-^-f-0  —  = z  — : 

eir  djc        dx  tlx 

réquatîon  {h)  devient  alors 

£{i:_-2ri(i+A,0»-l-(A  — B,)ô  — b1  -f-(A-f-ÔA,)p=X-{-OXg  - 
dv  \jlx  J 

Si  Ton  égale  à  zéro  le  coeflScîent  de  2,  on  aura,  au  lieud^^ 
cette  équation,  les  deux  suivantes  : 

(  ^  +  A,  e^  +  (A,  — B,  )  G  -  B  rzz  o, 
^    '  \  dv 

\  —  4-(A-f-eA,)p  =  x  +  ex,. 

V  (Le 

On  commencera  par  clierclier  à  intégrer  la  première,  qui 
ne  renferme  que  0  et  0:5  et,  si  l'on  peut  y  parvenir,  la  se* 
conde  donnera  v  sans  diflQculté.  On  déterminera  ensuite' 
j^  et  ^  en  prenant  deux  valeurs  de  9  correspondant  à  deiuc: 
valeurs  de  la  constante  qu'elle  renferme. 

Si  les  coefficients  sont  constants,  on  peut  satisfaire  i  Iv- 
première  des  équations  (c)  en  posant 

A,0'-l-(A  — B,)0--B  =  o, 

ce  qui  donnerait  pour  9  deux  valeurs*,  on  en  trouverait,  pîD 
suite,  deux  pour  1^,  et  Ton  en  déduirait  j^  et  z.  On  pourrai 
aussi  intégrer  généralement  l'équation  en  6,  et  prendr 
deux  valeurs  de  cette  fonction  de  x  correspondant  à  deu 
valeurs  de  la  constante,  comme  dans  le  cas  où  les  coefllcien' 
étaient  fonctions  de  x. 

Ce  dernier  procédé  sera  appliqué  avec  avantage  au  c 


INTÉGUÀTION    DES    ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES.        24^ 

^û,  les  deux  racines  de  Féquation 

A,Ô^-f-(A— B»)0--Br=:O 

-tant  égales,  les  formules  données  par  le  premier  devien- 
nent illusoires.  Dans  ce  cas,  on  a,  en  désignant  par  a  cette 
'aleur  de  ô, 

^H_A.(ô~«)^  =  o, 


ou 


ô  =  a  -h 


A,  .r  -+-  c 

étant  une  constante  arbitraire.  En  donnant  à  c  les  deux 
aleurs  oo  et  o,  qui  sont  ici  les  plus  commodes,  on  trouve 

►oiu*  6  les  deux  valeurs  a  et  a  -] qui,  substituées  dans 

Ai^ 

a  seconde  équation  (c),  donneront  deux  valeurs  de  i^,  d'où 
*on  tirera  j-  et  z. 

168.  jiutre  méthode  dans  le  cas  des  coefficients  con- 
stants. —  Lorsque  les  derniers  termes  Xi , . . . ,  X,„  des 
équations  (i)  manquent,   on  remarque  d'abord  que  la 
aonune  de  plusieurs  systèmes  de  valeurs  de  j^, . . . ,  u,  qui 
Mlisfont  séparément  à  ces  équations,  y  satisfait  aussi,  et 
çie,  par  conséquent,  il  suffit  de  trouver  m  systèmes  renfer- 
mant chacun  une  constante  arbitraire. 

Pour  cela,  on  établira  des  rapports  déterminés  arbitraire» 
«lire  les  variables,  en  posant 

û  on  résulteront  les  équations  suivantes  : 

dy 

^+^(A,  +B,a-h...-f-  P,  p)  r-to, 

dy 


dy 


i6. 
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Pour  que  ces  équations  s'accordent,  on  aura  les  m  —  i  oon- 
litions 

^     A,  -f-  B,  a  -4- .  .  .  -h  P,  p  =  a  { A,  -h  B,  a  H- .  .  .  -h  P,  |t}, 

* ' 

A*  -f-  B«  a  -f- .  .  .  +  P„  p  =r  p  ( Ai  -h  B»  a  -I- .  .  .  H-  P|  pi), 

OU,  en  introduisant  une  nouvelle  inconnue  — a  qui  re- 
présente le  facteur  commun  à  tous  les  seconds  membres, 

(A|  -4-  B|  a  -4- . . .  H-  P,  p  =:  —  «, 
.„.  ^   Aj  -{-Bja -f-.  .  .-h  Pap=:  —  aoLy 



\  A«-4-B«a-h.  .  .-I-Pmp  =  -— «ft. 

Si  des  m  —  i  dernières  on  tire  les  valeurs  de  a,  6,..., p, 
on  reconnaîtra,  comme  dans  le  cas  précédent,  que  l'éqoa- 
tion  en  a  sera  du  w**'"*  degré,  et  il  serait  facile  de  prouver 
ridentité  de  ces  deux  équations  en  a,  d'après  la  forme  des 
équations  (3)  et  (6). 

Pour  chaque  valeur  de  a  on  aura  un  système  de  valeurs 
de  a,  6v--î  ¥"i  ^^  ^  ^®  s'agit  plus  que  de  connaître j^,  qui 
sera  donné  par  l'équation 

dr 

«j  =  o, 

d'où  j^  =  Ce'*',  C  étant  arbitraire 5  on  aura  donc  une  s(^^ 
lution  des  équations  proposées  en  prenant 

y  =  C(f',      z  =  Ca e"^  .  .  . ,      u  =:  Cae^^ 

On  aura  m  systèmes  semblables,  en  prenant  pour  a  s^^ 
m  valeurs  •,  ils  renfermeront  chacun  une  constante  arbitraire? 
et,  en  les  ajoutant,  on  aura  la  solution  générale  de  la  que^' 
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tion,  exprimée  par  les  formules  suivantes  : 

jr  =  C,  <?•.' H- C,  e".' -I- .  .  .-f-C«e--', 
z  —  C,  a,<?*i*  -+-  C  a,  c««'  -4- .  .  .  H-  C«  a«  c«r 


■m'. 


il) 

\    |£  z=  C|  fA,  C^i'  H-  C,  filj  e°-.*  -h  .  .  .  -f-  Cm  P«i  ^'^. 

Si  plusieurs  des  racines  ai,  at, . . . ,  a^  devenaient  égales, 
on  agirait  comme  on  Ta  déjà  fait  en  pareille  circonstance, 
et  les  valeurs  dejr^z^..,^u  contiendraient  toujours  m  con- 
stantes arbitraires. 

i  69.  H  est  facile  de  passer  de  ce  cas  à  celui  des  équa- 
tions (i)  :  il  suffit,  pour  cela,  de  substituer  aux  constantes 
Cl,  Cs,...,  C„  des  fonctions  de  x,  comme  nous  Tavons  déjà 
fait  dans  une  circonstance  analogue. 

Difierentiant  les  équations  (7)  et  reportant  les  valeurs 

de  ~-î .  •  -  >  —  dans  les  équations  (i),  il  ne  restera  que  les 

termes  affectés  des  différentielles  de  Ci , . . . ,  G„ .   et  les 
seconds  membres  Xi, . . . ,  X^* 
On  aura  ainsi 

ojc  ax  ilx 


^IDn  tirera  de  là  les  valeurs  de  -r-^  >  •  •  •  ?  -7-^  en  fonction 

d.r.  (LT 

-  -^\  et,  en  les  intégrant,  on  connaîtra  Ci, . . . ,  C^,,.  Si  on 
'^  substitue  dans  les  équations  (7),  on  aura  les  solutions 
^^*xérales  des  équations  (i),  renfermant  les  m  constantes  qui 
^^^^iennent  des  quadratures  relatives  à  Ci, . . . ,  C«. 

170.  On  peut  appliquer  à  plusieurs  équations  simulta- 


I 
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nées  une  remarque  qui  a  été  faîte  précédemment  dans  le 
cas  d'une  seule  équation  différentielle. 

Soient,  par  exemple,  les  deux  équations  du  premier 
ordre 

(i)  F  (^,  y,  z,  x\  z')  z=  o,    /(ar,  j,  z,  y\  2/)  =  o, 

/TV  £lZ 

dans  lesquelles  on  suppose  j^'  =  —  »  V  =  —  • 

Admettons  qu'on  connaisse  les  intégrales  générales  de 
ces  deux  équations,  et  représentons-les  par 

(2)  y  z=z  f^[x^  a,  h),      z  =  ij; (a:,  «,  ô), 

a  et  i  étant  deux  constantes  arbitraires. 

Les  équations  (i)  deviendraient  identiques  en  x^a^h  * 
si  l'on  y  substituait  les  expressions  {2).  Si  nous  lesdiffé- 
rcntions  par  rapport  à  a  dans  cette  supposition,  nous  au- 
rons des  résultats  identiquement  nuls  \  d'où  résulteront  les 
équations 

d?^dy       ^^        ^F  dy*  '    d¥  dzf  _ 
dy  da        dz  da        dy'  da         dz'  da 

df_dy         df^dz       ^.dy^       ^  ^  — 
dy  da        dz   da       dy'  da         dz'  da 


!  dy  dz 


ou,  en  posant  --  =  «,-  =  ^, 


dV  d¥  dF  du       d¥  de 

• •  U  -f-    V  H 1 ;    =1  O, 

dy  dz  dy'  dx        dz'  dx 

(3)  ^  <    -^  -^ 

^   '  ^    df  df  df  du        df  dv 

u  -f-  V  -\ 1 '—  rr:  O. 

dy  dz'  dy  dx       dz'  dx 

dF 
Concevons  maintenant  que,  dans  les  coefficients  -r-^'"^ 

1  df  .  , 

—  )  •  •  •  î  on  ait  remis  pour  j)^,  z,  y',  z'  leurs  valeurs  en  x^ 

i  ^y 

\  a,  &,  on  aura  deux  équations  linéaires  en  m,  u^  à  coefficients 
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ctions  de  a:,  qui  seront  satisfaites  quand  on  y  mettra 

r  M  et  f  les  fonctions  -r^  -r" 

da     aa 

b  verrait  semblablement  que  les  équations  (3)  admet- 

1     .        dtD    d^ 
pour  solution  -^î  -rf  • 

an    du 

lonc,  si  l'on  désigne  par  A  et  B  deux  constantes  arbi- 
pes,  les  intégrales  générales  des  équations  (3)  seront 

da  do 

on  n'avait  donné  que  des  valeurs  de  ^  et  de  ^  avec  une 
e  constante  a,  on  n'aurait  pu  avoir  qu'une  intégrale 
;iculière  du  système  (3). 

b  voit  ainsi  que,  lorsqu'on  connaîtra  les  intégrales  gé- 
aies  d'équations  simultanées  de  forme  et  d'ordre  quel- 
(pies,  on  pourra  former  un  système  d'équations  linéaires 
oltanées,  respectivement  de  même  ordre,  à  coefficients 
labiés,  et  dont  les  intégrales  générales  se  déduiront  des 
mières  par  de  simples  difTérentiations. 
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CHAPITRE  XII. 

INTÉGRATION  PAR  SÉRIES. 


171 .  Nous  avons  déjà  vu  comment  on  pouvait,  au  moyen 
des  théorèmes  de  Taylor  et  de  Maclaurin ,  développer  en 
série  l'inlcgrale  d*une  équation  dillerentielle  d'un  ordre 
quelconque.  On  y  parvient  encore  au  moyen  des  coefficients 
indéterminés.  Nous  allons  donner  quelques  exemples  de 
Tune  et  de  l'autre  méthode. 

Considérons  d'abord  l'équation 

on  trouve,  en  la  différentiant, 
d^r       _  rf*r  dy 


X 


d*r        ,  d^r  d^Y  dv 


d"*-^^r       ,  ^d'"Y  d'"~^r       ,  ,     d^-'Y 

Faisant  x  =  o  dans  toutes  ces  équations,  on  a 

dy  d^r n  d^y  d*y «' 

tc"^'     dP^~3^'      d^"^^'     TÙ^'S^'"" 

et,  en  général,  si  m  est  impair, 

d'"x  _ 
d^  "~     ' 
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et  s'il  est  pair, 


772 


da:^        m  -{-  I 


ou      — 


77> 

m-f- 1 


suivant  qu'il  est  ou  non  divisible  par  4« 
On  tire  de  là,  par  la  formule  de  Maclaurin, 

I .2.3        I .2.3.4*^        I . . .7  / 

^  ûnxJn 

— /• i-* 

^nsî,  en  représentant  par  C  la  constante  arbitraire -^ï 

on  a 

C  sin  .r  \jn 


Cette  expression,  ne  renfermant  qu'une  constante,  n'est 
P^  Tîntégrale  générale  5  elle  donne  seulement  celle  qui 
P^ut  se  développer  suivant  la  formule  de  Maclaurin. 

Connaissant  une  intégrale  particulière,  on  aura  l'inté- 
grale générale  en  regardant  C  comme  fonction  de  x,  et  l'on 
sera  conduit,  d'après  la  méthode  exposée  précédemment, 
«  une  équation  linéaire  du  premier  ordre. 

On  trouve  d'abord ,  en  substituant  la  valeur  de  j  dans 
équation  proposée,  ^ 

d'Q  f-  dC  r 


posant  —  z=  p^  on  parvient  à 


C. 


■^9 


sin^x  ^n 


^So  LIVRE   IV. 

Cl  étant  une  constante  arbitraire  ;  on  déduit  de  là 

C  =  C'-f-C"cotxv//î, 

C  et  C  étant  des  constantes  arbitraires.  L'intégrale  géné- 
rale de  la  proposée  est  donc 

,   ,                                C  sinx  Jn -i- C cosx  Jn 
(2)  y= 1 — ^. 

172.  Si  Ton  employait  la  formule  de  Taylor,  au  lieu  de 
celle  de  Maclaurin,   on  obtiendrait  l'intégrale  générale. 

L'équation  (i)  ferait  connaître  la  valeur  de  ^-j-  en  fonctioB 

de  j^'^  et  (  —  j  relatifs  à  la  valeur  arbitraire  Xo  ^  et  ses  déri- 

-7-^  1  j  •  •  •  »  ce  qui  dé- 
terminerait le  développement  dey  suivant  les  puissances  de 
X  —  0*0,  renfermant  deux  constantes  arbitraires.  11  est  facile 
de  vérifier  que  cette  valeur  de  y  coïnciderait  avec  celle  que 
donne  Téquation  (2),  en  développant  celle-ci  par  rapport 
aux  puissances  de  a: — x©,  après  l'avoir  mise  préalablement 
sous  la  forme 


C,  sin(x  —  .r„)  y/w-4-  C,cos(x  —  x^)  \/n 

y  = 


173.  Intégrons  maintenant  la  même  équation  par  la 
tliode  des  coefficients  indéterminés.  Soit 

^  zi::  «,  X*  -+-  <72  X^  -r  Û3  xT  -4-  «4  :r*  -4-  .  .  . , 


la  dérivée  étant  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  croi 
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santés  dex  :  on  en  déduit 

nx  =  na^  x"-  -\-  na^  x^  -i-  /i«,  xT  H- . . . , 

11  dy 

—  -r-  =  ani  aa?*-'  -+-  aa,  ex*""*  -+-  2^5, 7XT-*  -f- . .  c , 
X  tue 

d*Y 

-^  =  a,  a{a  —  1)  x!^-^  -f-  «a  €(6  —  i)  j:«-« 

-f-  «s  7  (7  —  i)  xT-*  -+-.... 

La  somme  des  seconds  membres  de  ces  équations  doit 
être  nulle,  quel  que  soit  or,  en  vertu  de  Téquation  proposée  : 
ce  qui  exige  que  les  coefïïcients  des  termes  de  degrés  diffé- 
rents soient  nuls  séparément. 

Le  plus  faible  exposant  est  a  —  a  ^  le  coefficient  du  terme 
total  de  ce  degré  donne  la  condition  a  (a  -|- 1)  =  o,  équa- 
tion à  laquelle  on  satisfait  par  a  =  —  i  ou  a  :=  o. 

I®  Soit  «  =  —  I.  Le  terme  naxocf^  ne  pouvant  dispa- 
raître de  lui-même  doit  se  réduire  avec  d'autres  5  il  faut 
donc  que  a  ne  soit  pas  inférieur  à  6 —  2.  Si  6  —  2<«,  il 
faudra  6(6h-i)  =  o  pour  que  les  termes  de  degré  6  —  a 
*e  détruisent,  ce  qui  ne  donne  que  6  =  0,  puisque  6  >a. 
"  faudra  ensuite  que  Ton  ait 

7  —  2  =  a,     9  —  2^=6,...; 
«^  coefficients  donneront  les  conditions 

««7(7  -h  l)  -f-  /Itfi  =0,       a^^{^  -\-l)  -f-/îûa=:0, .  .  .. 

On  tire  de  ces  diverses  équations 

a  =  — ly    6  =  0,     7=^1,     J  =  a,  •.., 
/i,  n  ai  TÎ^ 

1.2  1.2.3.4 

I .2.0  I .2.0.4*0 


Vf 


aétet»^ 


écô 


di^ 


a«^ 


éi^*  ' 


Aéi^^* 


av^"--    /^ïiçc* 


X)a»s 


avec 


\otJ* 


Attxio*  "  _c  «n» 


îlo*»  a^^*t^-«.  ce 


ê-^^otxs  *^^°''' 


,vo»s 


Aé^s 


avotf 


ê 


o»  *®  ^  .It  feW®  ' 
e.a^^^.ï,ansce^-^,^.devt^ 


t?"'^:::^^*»'" 


cas 

» 


.aA 


rt.\t*l7 


/v--- 


■Les 


e%Ç* 


6 


\es 


,,oe£ft<^^«*'* 


set 


ot^^ 


a\ 


n 


as 


n.^^ 
m 


a» 


.3 


ttÇ 


at 


,ui^e 


at    AxxX'i^ 
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On  ne  trouve  donc  encore  qu'une  intégrale  particulière, 
puisqu'il  n'y  a  qu'une  constante  arbitraire.  Réunie  à  celle 
que  nous  avions  trouvée  en  dernier  lieu,  elle  donnerait  l'in- 
tégrale générale. 

174.  Soit  encore  l'équation 

— -  H ^  -f- r  =  o; 

dx^         X  dx 

posons 

jr  ==  Ai  07*  +  A,  x^  -f-  Aa  a:T  4-  .  .  ,  ; 

on  aura  % 

i  -/^  — -  A,  a^:»-»  -f-  A,  6a:«-2  _j.  ^  «,^t-2  -f- 

xdx  * 

-^  =  A,  a(a—  i)x«-2  -+-  A,  6(6  —  i) x«-' 
•4-  As  7  (y  —  I  )  xT-'  + . . . . 

La  somme  des  seconds  membres  de  ces  trois  équations 
^oit  être  identiquement  nulle  en  vertu  de  l'équation  pro- 
P^ëe.  Les  termes  renfermant  x*"*  doivent  se  détruire,  ce 
^^  donne 

o.{jCf.  —  l)-l-a=0     ou     a  :=  O, 

Les  termes  renfermant  x^~'*  ne  sauraient,  dans  ce  cas, 
^tre  de  degré  inférieur  à  a\  car  leurs  coefficients  don- 
neraient 

6  =  o, 

ce  qui  ne  peut  être.  Donc 

6  —  2  =  a,     7  —  2  =  6, ... 

Ainsi 

o=o,     6  =  2,     7=4,     ^  =  6,...» 

Les  coefficients  donnent  les  conditions 

Aj  6'  4-  Al  =  o,     A3  7*  -i-  Aj  =:  o, . . . , 
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d'où 

et,  par  suite, 

On  ne  trouve  par  ce  procédé  qu'une  intégrale  particulière 
puisqu'il  n'y  entre  qu'une  constante  arbitraire. 

175.  En  appliquant  le  même  procédé  à  l'équation 
on  trouvera 

ce  qui  n'est  encore  qu'une  intégrale  particulière^  d'où  l'ojci 
conclut  que  l'intégrale  générale  n'est  pas  développable  sui  — 
vant  les  puissances  positives,  entières  ou  fractionnaires  dexr 
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CHAPITRE   XIIL 

INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 
AU  MOYEN  DES  INTÉGRALES  DÉFINIES. 


176.  Nous  avons  donné  des  moyens  pour  ramener,  dans 
certains  cas,  l'intégration  des  équations  difTérenlielles  à 
celle  de  fonctions  de  a:  ou  de ^  seulement.  Quand  cela  n'est 
P^  possible,  on  cherche  quelquefois  à  ramener  le  problème 
^  Vintégration  d'une  fonction  renfermant  x  et  une  autre 
^ friable,  par  rapport  à  laquelle  on  intègre  entre  des  limites 
d^lerminées,  en  regardant  x  connue  une  constante.  Cette 
forme  d'intégrale  définie,  donnée  àj^,  est  souvent  utile 
dans  les  questions  de  Physique  mathématique,  et  elle  le 
serait  bien  davantage  encore  si  Ton  avait  des  Tables  qui 
fissent  connaître  la  valeur  de  cette  intégrale  pour  une  va- 
leur quelconque  de  la  constante  x  qu'elle  renferme. 

177.  Un  moyen  que  l'on  emploie  souvent  pour  obtenir 
^si  la  valeur  de^  consiste  à  développer  d'abord  cette  va- 
leur 60  série,  et  à  sommer  cette  série,  lorsqu'on  peut  recon- 
naître une -relation  simple  entre  son  terme  général  et  Tin- 
^«grale  définie  du  terme  général  du  développement  d'une 
ionction  connue  de  x  et  d'une  autre  variable,  par  rapport 
ft  laquelle  se  fait  l'intégration.  C'est  ce  que  nous  allons 
édaircir  par  des  exemples. 
Soit  Téquation 
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quî  se  présente  dans  beaucoup  de  questions  de  Physique  et 
de  Mécanique.  En  l'intégrant  par  la  méthode  des  coeffi- 
cients indéterminés,  on  obtient  les  deux  séries  suivantes, 
qui  fournissent  chacune  une  intégrale  particulière  : 


•  •  • 


j.— «+1 '. -j : : I 

i.( — w-i-3)        i.2.( — /w  H- 3)(— m -f- 5) 


\         2  / 

4- 


(-=)' 


i.2.../>.(—  /n-i-3j(-  w-f-5)...( — m-^-T.p  -+-  i) 


I ■ -H- 


î)'-' 


l.(/?Z-+-l)  I.2.(  W -h  l)(/W  ~r-3) 


t' 


.7^ 

I  ;2.3.(/w  -h  1)  (/w  -h  3).  .  .(m  -f-5) 


(-  s)'  -' 


1 .2.  .  ./7.  (m  H-  i)  (m  -h  3j.  .  .  (/7ï  -4-  ip  —  i) 


-{-...        \ 


Si  Ton  ajoutait  ces  deux  valeurs  de  j)^,  on  aurait  l'intégrale 
générale  renfermant  deux  constantes  arbitraires  A  et  A?« 
La  première  de  ces  séries  devient  illusoire  lorsque  y  esA. 
un  nombre  positif  impair,  et  la  seconde  lorsque  m  est  taJ^ 
nombre  négatif  impair.  Ainsi,  dans  tous  les  cas ,  Tune  d^^ 
deux  subsiste,  et  Ton  sait  comment,  une  intégrale  partiel 
Hère  étant  connue,  on  pourra  trouver  l'intégrale  généraL 
Si  Ton  désigne  par  ji  l'intégrale  connue,  l'intégrale  gén_" 
raie  sera  donnée  par  la  formule 

(2)  y^,Cy,-^Cy,j~ 

Pour  obtenir  une  série  de  même  forme  que  la  seconde  cî<^^ 


i 
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<leux  précédentes,  considérons  d'abord  le  développement 

suivant  : 

,  .  a*cos'w         ûi*cos*w 

CCS  (  a  COSb>  j  :=  I j- 


1  1.2.3.4 

( — a'/cosV 


•  •  r 


1 .  a .  3 . . .  2/7 

multiplions  les  deux  membres  par  sin*""*  co  rfco  et  intégrons 
entre  o  et  ir,  en  supposant  toutefois  m  positif,  sans  quoi 
l'intégrale  serait  infinie.  En  ayant  égard  à  la  formule  sui- 
vante, qui  s'obtient  par  les  procédés  connus  de  réduction  : 


îr 

ces"»  %VD^fù  dfù 


1.3.5. .  .(2/  —  3)f2/  —  i) 


(u-H2;(f*-H4j...(ft-i-2 


X 

f2/-^l)  T'^    .    ,       , 

et,  dans  laquelle  il  ffiut,  pour  la  même  raison,  supposer 
fL  ^  —  I ,  on  arrivera  à  l'équation 

cos  (  a  cos w  )  sin"' "•  (ùdtti  =z  j     sin"*"*  t^cloi  —  . . , 

l       a}\P    C"^    . 

( j      I       sin*"-'  6)  dfù 

1.2.3.  ../?.(/»  -r- 1} (m  -i-  3j.  ,  ,{m  -h  2p  —  ij       *  '  *' 

^u. ,  en  posant  a=a:^    et   mettant   /      sin"*~*wrfco  en 
'Moteur, 

cos  [x  ^n  cos&>  j  sin"'~'  w  fh 


(i(ti 


•»  /  /»  ».2  V  J 


Jli I 

r^  ,  )  i.fm-f-i)    '    i,2,(tn-\'i)(m-\-3)      '"} 

I     sm^^'wc/w 


I -^ 

^         i.(/?ï-f-i)        1 . 2 . (/« --h  I ) (/» -h  3) 


2 

4-... 


\     *    I.2...p.(m-r-|j(/W-r-3j...(/W-,   2/?— Ij  *    y 

Calcul  înf.D.—  \\,  I7 
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ce  qui  n'est  autre  chose  que  notre  seconde  série,  à  un  fac 
teur  constant  près.  L'intégrale  qu'elle  exprime  peut  cUn» 
se  mettre  sous  la  forme  suivante  : 

/  =  B  I      cos  {x  sfn  cosw  )  sin"*"'  «  «?&>, 

pourvu  que  l'on  ait  /w  ^  o. 

Quant  à  la  première  séri«,  qui  peut  s'écrire  ainsi  : 

i.(— w-i-3)       1 .2.(— /w  +  3)(-— /nH-5) 

p 


nx* 


•  •  • 


{-"4) 


1.1... p[ — /n-i-3j( — /n-f-5j,. .( — m-\-  2/>-f- 1) 

on  voit  que  la  partie  comprise  entre  les  parenthèses  ne  dif 
fère  de  la  précédente  que  par  le  changement  de  m  ei 
—  m 4-  a.  On  pourra  donc  mettre  cette  dernière  équatîo 
sous  la  forme  suivante,  pourvu  que  Ton  ait  m  <[  a  : 

^  izr:  Bi  a?'""*   /        cos  [x  yfïl  COSo>>)  sill'""'*W  r/«, 

Bi  étant  une  constante  arbitraire.  L'intégrale  générale  d 
l'équation  (i)  sera  donc 

COS  (.r  y/^  cosw)  sin"*~*  w  d^ 
(3)        > 

BiX**"'"  I      cos(.r  0ïcosw)sin'~"o)£/«, 

toutes  les  fois  que  l'on  aura  les  deux  conditions 

/w>>o,     m  <[  2. 

Si  m  est  en  dehors  de  ces  limites,  une  seule  des  deux  i 
grales  subsistera,  et  l'équation  (3),  réduite  à  l'un  de 


INTÉGRATION    DES    ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES.       !k5g 

deux  termes,  ne  donnera  plus  qu'une  intégrale  particulière. 
Dans  ce  cas,  Téquation  (2)  fera  connaître  l'intégrale  gé- 
nérale. 

Considérons  maintenant  les  deux  cas  particuliers  corres- 
pondant à/w=o  et/w  =  2. 

178.  Soit  d'abord  m  =  o,  ce  qui  réduit  l'équation  pro- 

posée  à  -J'Y  -f-  «y  =  o.  On  devra  se  borner  à  la  seconde 

partie  de  la  formule  (3),  et  l'on  aura  l'intégrale  particu- 
lière 

^1  =  Bi  J?  I      cos  [x  ^  cos6>)  sinw  ef». 
Jo 

Effectuant  l'intégratipn  et  représentant  par  C  une  constante 
arbitraire,  il  vient 

La  formule  (2)  donnera  par  suite,  en  représentant  par  Ci 
^^i^e  seconde  constante  arbitraire, 

(4')  j^  =  C8inar^ -+- Cicoso?^. 

Q»  serait  arrivé  plus  simplement  à  ce  résultat  en  traitant 
^îiectement  l'équation 

d*r 

En  opérant  comme  nous  l'avons  indiqué  pour  les  équations 
'inéaires  à  coefficients  constants,  on  trouve  immédiatement 
lafonnule  (4). 

179*  Soient  maintenant  m  ::=  a  et,  par  suite, 
.  1     /iï\  d'^y       2  dy 

de' 
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on  ne  conservera  que  le  premier  terme  de  la  formule  (3), 
et,  en  effectuant  l'intégration,  on  trouvera 

Csinjr  i/^ 

r.=— -; 

D'après  cela,  l'équation  (2)  donnera,  pour  la  valeur  de  l'iiL— 
tégrale  générale, 

C  sinar  4/^  -h  C|  cosar  Jn 

y= ^. 

X 

On  pourrait  traiter  directement  l'équation  (5),  et  pos^r 
r  =  -  5  on  obtiendrait  ainsi 

a: 

dou 

«  z=:  C  sino:  sjn  -4-  C|  cos  j:  y''^ 

et  par  suite 

C  sinar  ^  -4-  C,  cosa?  Jn 
r= ^* 

X 

180r  II  est  un  autre  cas  particulier  qui  exige  un  artifice 
analogue  à  celui  que  nous  avons  plusieurs  fois  employé  dan-S 
certains  cas  de  racines  égales  :  c'est  celui  où  l'on  a  m  ==  i  ^ 
les  deux  parties  de  la  formule  (3)  se  réduisent  à  une  seule, 
et  l'on  n'a  plus  qu'une  intégrale  particulière,  bien  que  1^ 
valeur  de  m  tombe  entre  les  limites  o  et  2.  On  pourrai t^ 
bien  encore  recourir  à  la  formule  (2)5  mais  on  obtiendra 
beaucoup  plus  simplement  l'intégrale  générale  de  la  ma" 
nière  suivante  : 

Remplaçons  m  par  i-+-  cJ  dans  la  seconde  partie  de  jy^f 
dans  la  formule  (  3  )  ^  elle  devient 

B,x-^  /      cos(ar  \/^cosw)  (sinw)~*^w; 
Jo 
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or 

I  .2 

(sin  w)-*  -  :  I  —  ^l  sino>  H /*  sinw  — . . . , 

^         '  l.a 

d'où 

ar-* (sin«)-* m I  —  ^(ljc-|-lsin«) -h. .  ., 

e  t  la  seconde  partie  de  la  valeur  de^  devient,  eu  négligeant 
i^s  puissances  de  $  supérieures  à  la  première, 

c/o 

—  BiS  j      cos(j:y^/icos»)  (lar  4- lsinw)£fw; 
Jo 

1^  première  partie  de  y  devient  de  même 


n 


I      cos(ar  ^cosoiy^^iu  +  B^  I       cos(.r  y^coscijlsiaut/u. 

Jo  «/o 

Ajoutons  ces  deux  expressions  et  posons  B  -h  Bi  =  C,  C  dé- 
signant une  constante  arbitraire,  on  aura 

J/»7r 
I      cos(j:y''«cos»)^w 
o 

J/»7r  __ 

'      cos(x^«cos«)  (1  jr  4- lsinû))e/û) 
o 

-hBS  I       cos(x  y/^C0Su)lsin6>e/ei>. 
Jo 

^^pposons  maintenant  que  â  tende  vers  zéro,  et  BJ  vers 
^^e  constante  arbitraire  Ci  ;  on  aura,  pour  la  valeur  com- 
plète de  ^,   en    passant  à    la  limite    et  observant  que 
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lx-\-  2lsina)  =  1  (a:sîn*&)), 


y=zC  I      cos[.x^n  cos (^)ci(ù 


4- 


Cl  I      cos(.r  0icosw)l(j:sin*»)<iw. 
«/o 


-  s 


Telle  est  Tintégrale  générale  de  Téquation 

(6)  £z  +  i^^nr  =  o. 

181 .  Il  est  bon  de  remarquer  que,  toutes  les  fois  qu^^^ 
sera  un  nombre  pair  positif  ou  négatif,  Tune  des  deux  par^^^^»^ 
de  la  valeur  de  y  donnée  par  Téquatiôn  (3)  pourra  s*ex- 
primer  sans  aucun  signe  d'intégration ^  quant  à  l'autre-, 
elle  disparaîtra,  vu  que  m  sera  en  dehors  des  limites  o  et  ^  • 
Pour  le  démontrer,  désignons,  en  général,  par  Ap  l'intégral 

définie  1     cos(Xcoscx))  sinPwrfcu)-,  l'intégration  par  partie 

donne  la  relation  suivante,  en  supposant  /?  ^  3  : 

(^-Oi^-2)  (/>-i)(p-3). 

Si  p  est  un  nombre  pair,  on  parviendra,  au  moyen  de  cetl 
formule  de  réduction,  à  Aq  ou  i      cos  (Acosw)  rfo),  qui 

J  0 

peut  être  obtenu  exactement  en  fonction  de  X.  Si,  au  co 
traire,  p  est  impair,  A^  est  ramené  à  A3  et  A,,  qui  peuve 
être  calculés  exactement  et  ont  pour  valeurs  respectives 

2  sinX  4  ,  .   ^       ^        ^  X 

A,  =  —  — 5      A3  =  --  (smA  —  A  cosAj; 

A  A 

d'où  il  résulte  que  Tune  des  deux  intégrales  particulières 
qui  entrent  dans  l'équation  (  3  )  pourra  toujours  être  expri- 
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ée  en  X,  sous  une  forme  finie,  lorsque  m  sera  un  nombre 
ir  positif  ou  négatif. 

182.  On  peut  encore  présenter  l'intégrale  de  Téqua- 
C^ion  (i)  sous  une  forme  qui  est  souvent  préférable  à  celles 
qne  nous  avons  considérées  jusqu'ici,  et  particulièrement 
lorsque  m  est  un  nombre  pair  positif  ou  négatif. 

Posons 

1.^8  constantes  a,  A,  Ai,  As,. . .  étant  indéterminées,  ainsi 
que  la  fonction  (f{x)  dont  nous  désignons  les  dérivées  suc- 

ocssives  par  (f'  (x),  ^'''(x), Substituons  cette  valeur  dej^ 

dans  l'équation  (i),  et  cherchons  s'il  est  possible  d'annuler 
les  coefficients  des  diverses  puissances  de  x,  qui  seront  en 
^lîdence. 

En  dijOTérentiant  deux  fois  de  suite  j>^,  on  trouve 

P  2j:  =  /wAaj:*-'<p(j:)  -h/wA, (an-  i)jr*-'^'(.r)  -h /?iAj(a-+- 2):F*'/(jr)  -f- 

-4-/wA.r*-*(p'(jr)  -H//ïA,a:*<p'(.r) -h 

f 

r===Aa(«  — I)a?^2^(J?)^-A,(«-^-I)aJ:«-'«J>'(J:)-^AJ(a^-2)(a^-I)J:«<p"(x)^- 
^-2AaJ:*-'(p'(x)  -h2A,(a-;-i).r*^"U)-h 

Si  nous  substituons  ces  développements  dans  l'équation  (i), 
et  que  nous  égalions  à  zéro  le  coefficient  du  terme  général 
^piî  contient  x""*'''""',  nous  trouverons 

\(ot  4-/?)  (a -^/> -h /7i  —  I  )  Ap 

-t-(2a-+-2/?-f-/»--2)A^-,-hA^_j](p''(a:)  4-«A^2^-2(x)  =r  o; 

Cl  pour  que  cette  relation  entre  ^^\oc)  et  ç''""*(x)  soit  plus 
ilmple  et  ne  dépende  pas  de  p,  nous  poserons 

If'       (*+p)(a-f-p  -f-m  —  i)A^-:-(2a  -h  2/?  -f-  m  —  2)  A^^i  =  o; 
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d*où  il  résultera 

équation  à  laquelle  on  satisfera,  quel  que  soit  le  nombre 
entier  p,  en  posant 

d'où  Ton  conclut 

(f  (.r)  =  C  sinjc  yfn  -\-  C  ces  a:  ^n^ 

C  et  C  étant  des  constantes  arbitraires.  Mais  ce  calcul  ne 
s'applique  pas  à  tous  les  termes  de  la  série  qui  résulte  de  1» 
substitution  de  la  valeur  de  j^  dans  l'équation  (i)^  il  sup- 
pose que  p  soit  au  moins  égal  à  2,  et  il  est  nécessaire  de 
considérer  à  part  les  deux  termes  qui  renferment  les  puis- 
sances OL  —  I  et  a  —  adej:.  En  égalant  à  zéro  leurs  coeffi- 
cients respectifs,  on  obtient 

ol{(x.  —  i)H-/wa  =  o,      A,  (a-f-i)(a-f-m)-|-A(/w-+-  2a)  =  o. 
La  première  donne 

a  r -:  o      OU      a  =  I  —  w, 

et  la  seconde  conduit,  dans  l'un  et  l'autre  cas,  à  l'équatîa 

A,  —  —  A. 

Examinons  successivement  les  développements  corres- 
pondant à  ces  deux  valeurs  de  a. 

1°  Soit  a  =  i — ni\  la  relation  générale  entre  A^  e* 
A,,_i  devient 

p  [p  —  m-\-i)  A.p^=  [m  —  2/?)  Ap_,. 

En  changeant  successivement  p  en  p —  i,  /? —  2, .  .  .,  oTi 
déterminera  Ap  en  fonction  de  Ai^  et,  comme  Ai= — A-^ 
on  connaîtra  le  coeflicient  général  A^  en  fonction  de  A  qti* 
restera  indéterminé,  mais  que  l'on  pourra  prendre  égal   ^ 
l'unité,  à  cause  des  constantes  C,  C 
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On  trouvera  ainsi 

ê 

.  __      [m-^7.p){m — 2/7 -f- 9.).  .  .(m  —  4) 
^f  — 7-1 _   .     x/  _ — ; 7o 1~^^ — 


•=*'-" 


[p  —  m-hi)(/?  —  Aw)...(3  —  m)      i.2..,p 

et  la  valeur  de  y  aura  pour  expression 

o  '        r       ^i  r  É?(Csin.r  4/72 -î- C COS. r  \//^) 

\^%\x\x\jn  -I-  C  coso:  sJn  —  x — ; h. . . 

'  '  dx 

(m  —  ^)..Jm—2p)    ( — x]P  dp(Csm.T\/n-h  Ccosx  sfn) 


+ 


[m — 3j...f/» — p — i)  1,1, ..p  d,iP 


Lorsque  Ton  trouvera  pour  un  certain  coefficient  A^  une 

valeur  égale  à  zéro,  la  série  arrêtée  au  terme  précédent  sa- 

^sfera  à  l'équation  difiérentielle,  et  Vintégrale  générale 

^^fi  donnée  par  un  nombre  fini  de  termes.  Cela  arrivera 

^ûtes  les  fois  que  m  sera  un  nombre  pair  positif. 

2^  Soit  maintenant  a.  =  o\  la  relation  entre  Ap.i  et  A^ 
devient 


772  -J-   2/9  —  2 

p^m-^c-p  —  i) 


Ap=: ; 7;  Ap-t  , 


^  où  Ton  tire,  en  supposant  encore  A  =  i, 

{m  -h  2)(m  -^-  ^), .  .{m  -r-  ip  —  2)     (— lY 

^  (m -h  i)(/7î -I- 2). .  .(/7î -i-/?  —  1)      1.2.../7' 

^^  la  valeur  de  y  sera 

- Slnar  sjn  -f-  C'cosa-  \//î  —  x  — ^ ^— ^— i  +  .  . . 

^  [^  -^y  (/?!  -4-  2) (m  -f-  4)" >{m-^7.p  —  2)  dP  (c sin xyjn-^-  C'cos :c ^/i) 
t  .2.  ../?(/7î-f-I  )(AW-|-2)...(m-+-/?— ij  ^.r/' 

Ou  arrêtera  cette  série,  comme  la  précédente,  au  tiîrme 
4ont  le  coefficient  sera  nul  ;  ce  qui  arrivera  si  m  est  un 
iiombre  pair  négatif.  D'où  Ton  tire  cette  conséquence  im  - 


j 
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portante,  que  l'intégrale  générale  de  l'équation  (i)  peut 
toujours  s^  exprimer  par  un  nombre  fini  de  termes  lorsque 
m  est  un  nombre  pair  positif  ou  négatif. 

183.  Equation  de  Riccati.  —  L'équation  non  linéaire 
que  Ton  désigne  ainsi  est  la  suivante  : 

du 

Si  Ton  pose,  avec  Euler,  r  =  —  »  on  obtient,  en  faisait t; 
*  '  "^         au 

ab=z  A^ 

d'u 

et  tout  se  réduit  à  intégrer  cette  équation  linéaire  du  second 
ordre  :  car  la  valeur  générale  de  u  sera  de  la  forme 

C  et  C  étant  des  constantes  *,  il  en  résultera 


et  par  suite 


du        ^  duy  du-i 

dx  dx  dr 


du,  ,  dUi  C    dUi         dui 

I       dx  dx         I  C  dx         dx 


y  =  -z. 


a      Cw, +  C'w2  o,      C 

C 
Cette  valeur  dej^,  renfermant  une  constante  arbitraire  ^,' 

sera  l'intégrale  générale  de  la  proposée. 
Il  reste  donc  à  intégrer  l'équation 

d^u 

— —  z=z  Ax"*u. 
dx} 

On  peut  ramener  cette  équation  à  une  autre  de  la  forme  ^^ 
l'équation  (i),  en  changeant  la  variable  indépendante  X^  ^^ 
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posant  jf  =  Arz,  kelp  étant  des  constantes  indéterminëes. 
Qn  trouve  ainsi 

^  dz^  k  dz 

I^es  deux  termes  extrêmes  ne  renfermeront  plus  x  si  Ton 
pose  2JE?  —  a  =  m,  d'où  p  = h  i ,  et  qu'on  divise  par  x*". 

Si  Ton  divise,  en  outre,  par  ^»  et  qu'on  exprime  x  en  z, 

AT 

on  obtiendra 

fi?*«  m       i  du  A/' 


?-) 


si,  pour  simplifier  cette  équation,  on  détermine  k  par  la 

ondition 

m 

hi 

A>t'=(~-Ml,     d'où     >t  =  ^-T=i-> 


-(?-)■ 


V/A 
aura  à  intégrer  Téquation  suivante  : 


£/*M  \AW  -4-  2/    c/tt 

i U  zrz  O, 

dz*  z  dz 


^ni  rentre  dans  Téquation  (i)  en  y  changeant  w  et  tz  en 
^  ■-  et  —  I  ;  ce  qui  donne  lieu  aux  conséquences  sui- 


vantes : 

m 
m 


\^  Si est  un  nombre  pair  positif  ou  négatif,  les 

deux  valeurs  de  u  pourront  s'exprimer  par  un  nombre  fini 
de  termes  en  z  et,  par  suite,  en  x. 
Soit  donc 


m 


m  . 
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i  étant  un  nombre  entier  positif^  on  en  tire 

m=    .  ^.^ > 

les  signes  supérieurs  se  correspondant,  ainsi  que  les  inl 
rieurs.  Cette  expression  se  réduit  à  la  forme  suivante  : 

-4/ 


m  •= 


m 


Ainsi  l'équation  de  Riccati  pourra  s'intégrer  compléteme 
lorsque  m  sera  renfermé  dans  cette  formule. 

2^  Si est  compris  entre  o  et  2,  la  valeur  généra 

de  M  pourra  s'exprimer  au  moyen  de  la  formule  (3).  ( 

voit  d'abord  que,  si  m  est  positif, est  nécessairemc 

compris  entre  o  et  2,  et  l'équation  de  Riccati  s'intégw 
par  le  moyen  de  deux  intégrales  définies  simples. 
Si  m  est  négatif,  soit  m  =  —  /n',  on  aura 


>o>     zj — r<^5 


m'  —  2  /»  —  2 

la  première  exige  m' ^  a ,  et  la  seconde  m' ^  4-  Donc 
intégrera  encore  de  la  même  manière  l'équation  de  Rico 
lorsque  m  sera  compris  entre  —  4  et  —  oo  .  Ce  n'est  de 
que  pour  les  valeurs  de  m  comprises  entre  o  et  —  4  <] 
l'intégrale  cherchée  ne  pourra  s'exprimer  au  moyen  de  de 
intégrales  définies  simples. 

La  formule  (3)  devient,  en  y  changeant  m  en 

n  en  —  i, 

cos  {z  y/ — I  ces»)  sin*" ■*"  *  w  Jw 

0 

-t-BiZ^^^'  I      cos(2v/— I  cosû))sin'"-^^wr/w. 

t/o 


m 
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Remplaçant    z    par    sa    valeur  x*      ,    et    posant 

=  tt,  il  vient 


uz=B  I      cos  \f*a:  *       ^ — I  cosu/  sin'"  ^  *  »  ^» 

t/O 

-hB'js  j      cos  \f*x*      ^ — I  cos w/ sin"*"^  *»£/«. 
Sî  Ton  fait  disparaître  les  imaginaires,  cette  formule  de- 


et  B'  étant  deux  constantes  arbitraires  ;  et  le  rapport  --; 

^crala  seule  constante  que  renfermera  l'intégrale  de  Téqua- 
^ion  de  Riccati. 

3^  Si  m  est  entre  les  limites  o  et  —  4  9  tine  seule  des  deux 
intégrales  définies  subsiste,  et  l'intégrale  générale  sera 

^nnée  au  moyen  de  la  formule  (2).  Soit  Uf  la  valeur  par- 

ticalière  de  k,  on  trouvera 


dl 


au. 


.!(<.-/$)• 


M  étant  une  constante  ari>itraire.  Cette  expression  est 
^oins  simple  que  la  prârédente,  mais  c'est  précisément 
ians  ce  même  intervalle,  entre  o  et  —  4?  <pi«  ^  trouvent 
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comprises  les  yaleurs  renfermées  dans  la  formule  — ri^— '  ^ 

pour  lesquelles  on  peut  intégrer  exactement.  Si  m  avait 
pour  valeur  la  première  limite  o,  l'équation  i  int^prer^ 
serait 

U  zrr  O* 

dz'  ' 

qui  donne 

u  =  Ce" -\' C^er\ 

Si  m  a  pour  valeur  de  la  seconde  limite  —  4^  on  a  à  cons^E. 
dérer  l'équation 

d'^u       2  du 
qui  a  déjà  été  traitée,  et  qui,  en  posant  u  =  -9  se  réduit  à 


dz^       ^-^' 

d'où  Ton  tire 

V      Ce»-+-C,c^* 

et  par  suite 

u     . • 

4®  Entre  les  limites  o  et  —  4î  îl  y  ^  tii^e  valeur  qui  rend 
les  deux  intégrales  illusoires  :  c'est  /7i=  —  2.  Dans  ce  cas, 

l'équation  primitive  en  u  devient  — j-  =  — ^  ;  elle  rentre 

dans  une  classe  d'équations  que  nous  avons  donné  le  moye» 
d'intégrer.  Son  intégrale  générale  sera  m  =Ca:*'-4- Q  j::*  ' 
k'  et  k"  étant  les  racines  de  l'équation  A*  —  h  —  A  =  o. 

184.  Soit  encore  l'équation  non  linéaire 

dy 

- — h  af^  z=  beP*; 

dx 
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jposons  de  même 

I    du 
au  dx 

l'équation  proposée  deviendra 

d^u 


dx' 


=zabu€P*. 


Oit 


il  en  résultera 


1^^"'=.. 


d^u        i  du  

'dF^^dl^'^^^' 


oc  qui  n'est  qu'un  cas  particulier  de  l'équation  (i).  On  aura 
donc 

a  =0.1      cos(z  ^ — 1  cosai)^o» 
Jo 

cos{z  ^— I  co8«)  \(z  sin^w)  #36», 
o 


on 


'  (e»"«--*-e-««*»-)</« 


^0- 


U=zC    f 

Jo 

XTS 
(e»«»-  -h  ir-»«*-)  l(3sin'»)  ^«. 

Une  reste  plus  qu'à  substituer  à  ^  sa  valeur  en  a:,  et  y  se 
déduira  de  u,  comme  dans  le  cas  de  l'équation  de  Riccati. 

185.  Considérons   encore   l'équation  suivante,   qui  se 
rencontre  dans  les  applications  physiques  : 

posons  jr  =  x"+*z,  il  viendra 


d*z        2(/ï  -h  1)  dz 
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qui  rentre  dans  Téquation   (i),    en  y  changeant  m  ei^ 
2  (n  4-  i)  et  72  enp*. 

Si  Ton  suppose  n  positif,  et  quelconque  d'ailleurs  , 
2  (/i  -+- 1)  n'étant  pas  compris  entre  o  et  2,  on  ne  pourr  ^ 
exprimer  qu'une  intégrale  particulière  au  moyen  d'une  ir^- 
tégrale  définie.  Son  expression  sera 

ZrrrA    I        CCS  (/?a:  COSw)  siu*""^' «  É?«, 

Jo 

et  l'on  pourra,  comme  on  l'a  déjà  vu,  en  déduire  TîntégraJe 
complète.  La  valeur  dej^,  qui  s'en  déduit,  est 

ces  {px  cos  X  )  sîn'*^'  o>  rf» . 
o 

Dans  le  cas  particulier  où  72  =  i ,  l'équation  proposée 
devient 

dw       [  2  \ 

et  l'on  aura 

J/»7r 
f      cos{px  cos  w  )  sin*  w  dto 
o 

et,  effectuant  l'intégration, 

B  étant  une  constante  arbitraire.  En  la  considérant  comme 
fonctioi;!  de  x,  on  déterminera  facilement  l'intégrale  com- 
plèle. 
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CHAPITRE  XIV. 

DÉTERMINATION  DES  INTÉGRALES  DÉFINIES 
PAR  L'INTÉGRATION  D'ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLEfî. 


186.  La  recherche  d'une  intégrale  définie  peut  quelque- 
îs  être  ramenée  à  l'intégration  d'une  équation  différen- 
îUe,  relative  à  l'une  des  constantes  qui  entrent  sous  le 


pej. 


Les  dérivées  de  cette  intégrale  par  rapport  à  ces  con- 
mtes  seront  des  intégrales  prises  entre  les  mêmes  limites  -, 
si  Ton  peut,  par  ces  difTérentiations,  reproduire  la  pre- 
ière  intégrale,  en  l'éliminant,  on  aura  une  équation  entre 
s  dérivées  par  rapport  à  une  des  constantes.  Si  Ton  peut 
intégrer,  on  aura  une  expression  qui  renfermera  l'intégrale 
éfinie  comme  cas  particulier,  et  il  ne  s*agira  plus  que  de 
éterminer  les  constantes  arbitraires,  de  telle  sorte  qu'elle 
e  réduise  à  cette  intégrale  elle-même. 

i87.  Soit,  par  exemple,  l'intégrale  définie 


X 


cos(j:cos&>)  Jo). 


^ûsidérons-la  comme  une  fonction  de  x,  et  posons 
'*'  X^=  f     cos(xcosw}^(». 

Calcul  in/.  D,  -  IL  lO 
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Différenliant  deux  fois  par  rapport  à  x^  il  vient 


d 
d. 


dr  C^ 

7-^  =  —  /      cos [x  COStù)  cos' « dvi. 


Pour  rendre  ces  expressions  plus  facilement  comparables, 
il  faut  introduire  cos  [x  cos  w  )  au  lieu  de  sin  (x  coso))  dans  la 
seconde,  et  c'est  ce  que  Ton  fera  en  intégrant  par  parties. 
On  aura  ainsi 

—  sin«  sin(j:costt))  — x  j  sin'cjcos(:ccoso>)^&>. 

Le  premier  terme  disparait,  aux  limites  o  et  tt,  et  il  vient 

dr  C^ 

-7-=  —  x\     cos(a:cosâi>)sin^o»^fot. 

d^  Jo 

Divisant  par  x  et  ajoutant  à  la  troisième  équation,  on 
obtient 


d^r 

— —  + 
dx^ 


1  dv  f^ 

-—  =  —  J     cos(4:coso>)^o>. 

^  ""^  Jo 


L'intégrale  cherchée  étant  ainsi  reproduite,  il  suflira  de 
la  remplacer  par  j'  pour  avoir  l'équation  différentielle  cher- 
chée, qui  sera 

/    X  d^r        i  djr 

cos (o:  COS  w)  rfci)  a  été  ra- 
0 

menée  à  l'intégration  de  Téquation  (2),  que  nous  avons 
traitée  dans  le  n°  180.  Mais,  comme  nous  n'en  avons  déve- 
loppé qu'une  intégrale  particulière,  on  ne  peut  savoir  s^ 
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est  elle  qui  doit  donner  la  valeur  de  l'intégrale  définie, 
ïi  voit  donc  qu'il  est,  en  général,  nécessaire  de  connaître 
intégrale  complète  de  l'équation  différentielle  à  laquelle 
1  est  conduit,  pour  pouvoir  en  déduire  la  valeur  de  Tinté- 
7ale  définie  cherchée. 

Cependant,  dans  le  cas  actuel,  il  est  facile  de  s'assurer 
ae  la  série  trouvée  pour  intégrale  de  l'équation  (2)  coïn- 

Jf*Tt 
cos(a:cosût))  rfo),  en  donnant  une  valeur  con- 
o 
enable  à  la  constante. 

En  effet,  développant  cos(a:  coso))  en  série,  on  a 

,  ^  JT^COS'w         ^^cos*w  ,    .r^'^COS'^M 

osfj;cosoi>J  =1 1 ;r— 7-f-»»«db 1-.... 

*  1.2  1.2.0.4  1.2. ..2m 

Multiplions  par  d(ù  et  intégrons  entre  o  et  ;:,  en  observant 


X 


^     -         1.3.5. ..f2m  —  i) 
cos*"w  dtù  = 7—^ îfj 

2.4*0.  .  .  2/72 


il  viendra 


/    co&(xcos»)dta=zn{i { __^«f_...), 

Jo  \      2'     ^'4'     2^4^6»        J 

Jf*7t 
'     cos(xcosîù)  d(ù  n'est  autre 
o 

chose  que  l'intégrale  particulière  que  nous  avions  trouvée 

pour  l'équation  (2),  et  dans  laquelle  on  suppose  la  constante 

^bitraire  égale  à  tt. 

189*  Cherchons  maintenant  l'équation  qui  détermine- 

J/»ao 
I      e"*'*'  ces  2 /ix  dx^  que  nous  con- 
o 
naissons  déjà. 

18, 
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Soit 

XQO 
e-"'''*  C0S2  nxdv^ 

on  trouvera 

dx  ^* 


=-x 


an 


Or 


/ 


ijcer^*'*  sîn  j.nx  dxzzn c'-"'*'  sina/î  a: 


m' 


Donc 

flfr         2  «  r 


---  _ '•'- ,      d*où      Y  ---.  Ce" '"'' 

dn  m'  -^ 


e~"**'*cos  2  nxdx  est  compris  dans  Texpres- 

0 


sion  Ce  '"',  dans  laquelle   C  est  indépendant  de  w  :  il 


«' 


reste  à  voir  quelle  valeur  doit  avoir  C  pour  que  Ce  '^*  de- 
vienne égal  à  cette  intégrale  définie.  Or,  pour  n  :-_r  o,  l'in- 
tégrale devient 


X 


e-""'-^'  dx      ou       lîL  » 

2/« 


H' 


et  Ce  *"*  se  réduit  à  C;  donc  la  valeur  de  la  constante  C 
devait  ôtre  —  »  et  l'on  a 


X 


00  iZ    ^^'^ 

e-'"'*'cos2/2.rctr:  :  SJLe    '"S 

2/72 


comme  nous  Tavions  trouvée  par  une  autre  voie. 
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e""**'*  cos  2  rtx  dx  comme  fonc- 

o 

tion  de  m,  on  aurait  trouvé 


dm 

d'où 


C    _£! 


772 

et  l'on  trouveraît 

C  =  -^    et     r  =  -^  e   '"'. 

2  2/71 

190.  Considérons,  en  dernier  lieu,  l'intégrale 

**  cosaardjc 


£ 


o 

et  posons 


1  + x* 


J(^    cos  axdx 
0        l-t-^    ' 


Nous  ne  prenons  pas  immédiatement  la  limite  co  ,  pour 
éviter  une  difficulté  dont  nous  'parlerons  tout  à  Theure. 
Différentiant  deux  fois  par  rapport  à  a,  il  vient 

d^r  r^  x^cosa.Tdx  C^  '  ûxiàl 


«'r             r^  x^cosaxdx                 C'             •                    sin. 
77  =  —  I       :: — =T —  f      cosajcdx  =  y 


9 


Cl  si  Ton  fait  /  =  oo  ,  on  voit  que  le  second  membre  se  pré- 
senterait sous  une  forme  indéterminée. 
D  faut  maintenant  intégrer  l'équation  linéaire 

d^r  sin  al 

aa^  a 

Si  l'on  néglige  d'abord  le  dernier  terme,  on  trouvera 
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pour  intégrale  j^  =  Ae*  4-  Be""*  -,  considérant  ensuite  A  et  B 
comme  des  fonctions  de  a,  on  trouvera,  pour  l'intégrale  gé — 
nérale  de  Téquation  en  question, 


r  =  C^-l-C,e-«H /       da I      da, 

C  et  Cl  étant  des  constantes  arbitraires. 

Il  faut  maintenant  supposer  que  /  croisse  indéfiniment, 
et  chercher  la  limite  du  second  membre. 

Or,  quand  /  est  extrêmement  grand,  siaal  passe  par 
toutes  les  valeurs  de  — i  à  -f-  i  pour  un  accroissement  ex- 
trêmement petit  de  a,  pour  lequel  on  peut  regarder  les  autres 
facteurs  comme  constants.  Les  éléments  des  intégrales  se 
détruisent  donc  dans  cet  intervalle,  et  il  en  est  de  même 
depuis  une  valeur  finie  quelconque  de  a  jusqu'à  Tinfini.  Il 
suffit  donc  de  considérer  les  éléments  de  ces  intégrales  entre 
zéro  et  une  valeur  infiniment  petite  de  a.  Mais  alors  ^*  et 
e"*^  peuvent  être  remplacés  par  l'unité  dans  les  intégrales 

qui  se  réduisent  à  -  î  et  les  deux  derniers  termes  rentrent 
dans  les  premiers. 

Ainsi  la  limite  de  1  intégrale  1 ~  ou  I       — ^  , 

Jo      ^-^^  Jo        ^"^"^ 

étant  désignée  par  j-,  on  a 

Il  ne  reste  plus  qu'à  déterminer  les  constantes  C,  Cf 
Or,  si  a  est  positif.  Ce"*  croîtra  indéfiniment  avec  û,  ce 

~^ 

o 

devient  égale  à  -  pour  a  =  o  ^  donc 


C,  =r  -     et 
2 


Je  "*  cos  a X  d.T       TT 
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Si  a  était  négatif,  on  aurait 


C,  =r  o     et    C  ==  - 

2 


,  par  suite, 


X 


*  cosaxda:       v 

I  -h  X^  2 


191.  Si  Ton  différentie  les  deux  membres  de  cette  équa- 
tion par  rapport  à  a,  on  aura 


X 


**  xsinaxdx        —  n 

l-\-X^  2  • 


a  étant  négatif.  Si  Ton  différentie  l'équation  qui  se  rap- 
porte au  cas  de  a  positif,  on  aura 


X 


**  xsïnaar:    ,  tt 


dxz=  -  e~^» 


^         I  -i-  j:^  2 
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CHAPITRE  XV. 

DÉTERMINATION  DES  SÉRIES  PAR  L'INTÉGRATION 
D'ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES. 


192.  Nous  avons  vu  comment  l'intégrale  d'une  équa-^ 
tîon  différentielle  pouvait  être  développée  en  série  5  mais 
on  peut  réciproquement  se  proposer  de  trouver  Téquation 
différentielle  dont  une  série  donnée  serait  Tintégrale.  Si 
cette  équation  peut  être  intégrée  complètement  sous  forme 
finie,  on  saura  déterminer  la  fonction  dont  on  avait  le  dé- 
veloppement. Pour  obtenir  cette  équation,  on  différenlie 
une  ou  plusieurs  fois  la  série,  ou  d'autres  séries  qu'on  en 
déduit,  de  manière  à  reproduire  celle  que  Ton  cherche, 
qu'on  peut  alors  ^éliminer.  Si  elle  ne  se  reproduit  pas,  mais 
qu'on  parvienne  à  une  série  qu'on  sache  sommer,  on  peut 
encore  obtenir  Téqualion  cherchée. 

193.  Soit,  par  exemple,  la  série 

x^  x^  x^ 

1.2  1 .2.3.4  ' •^' • -^ 

on  trouvera,  en  différentiant  deux  fois, 

d'^y  x"^  X* 


dx:"^  1.2  1.2.3.4 

cette  série  étant,  au  signe  près,  celle  que  l'on  cherche,  00 
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peut  reliminer,  et  Ton  obtient  Téqualion  diirérentîelle 

I^ar  la  théorie  des  équations  linéaires,  on  trouvera 

^  =  A  cos.r  -r-  B  sinar, 

A  et  B  étant  des  constantes  à  déterminer. 

Pour  cela  on  observera  que  la  série  conserve  la  même  va- 
leur quand  on  change  le  signe  de  x\  donc  B  =  o.  De  plus 
elle  se  réduit  à  i  pour  x  =  0'^  donc  A  =  i ,  et  la  série  est 
^ale  &  cosx,  comme  on  le  savait  d'ailleurs. 

194.  Soit  encore  la  série 

X         x^  a^  jc*  jr* 


^  =  ï~T-*-r-T~r-^-^-o-7-T-^  + 


*  •  • 


ir. 


I      '     1.2  2.3     '     3.4  4-5  ' 

on  en  déduit 

dr  X      jT^      x^      X*  1  /  \ 

dans  ce  cas,  on  est  arrivé  à  une  série  qui  n'est  pas  iden- 
tique avec  la  proposée,  mais  que  l'on  a  pu  sommer, 
n  faut  maintenant  intégrer  l'équation 

dy 

^  =  — I-i-l(l-h«)      ou      ^=  — jr-;-y€Zrl(i -J-;r), 

qui  donne 

7  =  C  —  2  j:  -4-  (i  -i-  ^)  I  (H-  jr), 

La  constante  C  doit  être  égale  à  i ,  puisque  la  série  se  ré 
ittit  à  I  pour  x  1-  05  donc 
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On  aurait  pu  différentier  une  fois  de  plus,  et  Ton  aurait  eu 

d^X  I 

— —    "•  I  "~~  «4»  ~7~  X^  """■  Ut    ~i~  •  •  •  i— •   —————  « 

il  aurait  fallu  alors  intégrer  l'équation 

dx*        1  +  *' 

d'où 

rfr 
Pour  déterminer  C,  on  observera  que  Ton  a  j-  =  — i 

pour  x=^o\  donc  C  =  —  i ,  et 

|=_,+i(.H-.). 

On  aurait  continué  comme  dans  le  premier  calcul. 
195.  Considérons,  en  dernier  lieu,  la  série 

aî^  X*  X* 

•^  =  '  ~  ?  "*"  1^45  ~  ^^4^6»  "^  •  •  •  ' 

elle  donne  d'abord 

dy  X  a?  x^ 


dx        2      2'.  4     2^4^6 

• 

Pour  faire  disparaître  le  dernier  facteur  de  chaque  dénomi" 
nateur,  multiplions  les  deux  membres  par  x,  puis  difl^' 
rentions-les,  il  viendra 

d'^y        dy  x^  x^  x"* 


dx'      dx  7?      2'.  4'     2^4^6' 

(x^  X*  x^  \ 
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On  a  reproduit  ainsi  la  série  proposée,  et,  en  l'éliminant. 


on  obtient 


ou 

dx*        X  dx 

Et ,  en  effet,  nous  avons  reconnu  précédemment  que  cette 
équation  différentielle  a  pour  intégrale  particulière  la  série 
proposée  \  mais  nous  ferons  observer  ici,  comme  nous  l'avons 
fait  pour  la  détermination  des  intégrales  définies,  qu'il  est, 
en  général,  nécessaire  de  connaître  l'intégrale  complète  de 
l'équation  différentielle  à  laquelle  on  parvient. 
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CHAPITRE  XVI, 

APPUCATION  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  A  U 

RECHERCHE  DE  FONCTIONS  DONT  ON  CONNAIT 

CERTAINES  PROPRIÉTÉS  CARACTÉRISTIQUES. 


196.  Soît  proposé  de  trouver  une  fonction  z  =  (f[x)^ 
telle  que  Ton  ait,  pour  toute  valeur  de  x  ely^ 

(1)  ff(a:)-hff{jr)  =  ff{x-hr). 

Si  Ton  différentîe  cette  équation  par  rapport  à  x,  en  consi- 
dérant j^  comme  constant,  on  a 

d'où  Ton  conclut  que  <f '(:c)  est  constant,  quel  que  soît  x^ 
et  que,  par  conséquent,  on  a 

dz 
dx 

a  désignant  une  constante.  On  en  déduit 

(2)  z  m  ax  -I-  b^ 

h  étant  une  nouvelle  constante. 

La  fonction  ç,  qui  satisfait  à  l'équation  (i),  est  donc 
nécessairement  comprise  dans  celles  que  représente  1* 
formule  (2).  Mais  la  réciproque  n*est  pas  sûre,  et  il  feut 
déterminer  les  constantes  a  et  i,  de  manière  que  la  sub- 
stitution de  la  valeur  trouvée  de  z  rende  l'équation  (i)  ideii" 


INTÉGBATIOIY    DES    ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES.       a85 

t;îque«  On  trouve  pour  résultat  de  cette  substitution 

ax  -\-  è  -H  flj  4-  ô  =  a  ( J?  -f-  j)  -+-  ô, 

ce  qui  exige  que  Ton  ait  t  =  o,  d'où  résulte  z  =  ax, 

La  solution  la  plus  générale  de  la  question  est  donc  donnée 
par  la  formule 

€L  étant  une  constante  arbitraire. 

197.  Cherchons  maintenant  la  fonction  déterminée  par 
la  condition  générale 

(•)  ?(-^)  +  ?(r)  =  f  (*r)- 

Oiflërentiant  par  rapport  à  x^  il  vient 

?'(-^)=r<p'(-^r). 

tHflTérentiant  la  même  équation  (i)  par  rapport  à  y^  on 
obtient 

De  ces  deux  dernières  on  tire 

donc  le  produit  j:cf'(a:)   est   constant,    et   si   Ton   pose 
y(j:)=r:z,  on  aura,  en  désignant  par  a  une  constante, 

*^  — 7-  =  /ï;  d'où  Ton  tire 

j         ftdx 

dz  = ,        Zz::i::a\x  '{-  b, 

X 

^  ^tant  une  nouvelle  constante.  Substituant  dans  Téqua- 
^îon  (ij,  on  trouve 

(^)  a\x-\-  b  -\-  aljr  -^-  b  ^zalxy  -{-  b; 

donc 

bz=.o     et     z  =  alx, 
^  ^ant  arbitraire. 
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Ainsi  la  solution  la  plus  générale  de  la  question  est 
donnée  par  la  formule 

la  base  du  système  de  logarithmes  étant  arbitraire. 

198.  Proposons-nous  maintenant  de  trouver  la  fonction 
(f  {x)  d'après  la  condition 

(i)  ?(*)?(j)  =  ?(^-+-r)- 

En  difierentiant  cette  équation  par  rapport  à  x  et  jj  on 
obtient  les  deux  suivantes  : 

?'(^)?(r)  =  ?'(-^+r)» 

d*où  Ton  conclut 

a  étant  une  constante.  Si  donc  on  pose  Cf  [x)  =  z,  on  aura 

I  <fe  

z  dx        ' 
d'où 

dz  *     z 

—  z=.a  dx^     1 T  ^=  o,x^      z  =  hef^^ 

z  h 

h  étant  constant.  Substituant  dans  l'équation  (i),  on 
obtient 

ce  qui  exige  que  l'on  ait  b^=b  et ,  par  suite ,  i  ==  i ,  car 
on  ne  saurait  prendre  A  =  o.  La  fonction  cherchée  a  donc 
pour  expression 

(p  [x)  =z  ^^ 

a  étant  arbitraire. 

Si   la    constante    a    est   imaginaire    et    de    la    forme 
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fndzn  ^ —  I ,  on  aura 

ff[x)=ie^'[cosnx±^ — i  sin/i^). 

199.  Soit  encore  proposée  la  condition 

(i)  ?(^)t(r)  =  ?(^r)- 

Différentiant  cette  équation  par  rapport  à  x  et  j^,  on 
obtient 

?  (•^)?'(r)=^?'(-^7)- 

Ces  deux  équations  donnent 
d'où 

a  étant  une  constante.  On  a  donc,  en  faisant  ^  (x)  =  ^, 

X  dz 


on  en  déduit 


z  dx  ' 


dz  dx  z  ,  - 

a — y      \-T=zaixz=\3f^^ 

z  X  0 


^  étant  une  constante  :  on  aura  donc 

z  =  hxf^» 
Substituant  dans  Téquation  (i),  il  vient 

donc  i  ==  I ,  et  la  fonction  cherchée  a  pour  expression 

^  étant  une  constante  arbitraire. 

Si  l'on  suppose  a  =  m  dz  /i  \/ —  i ,  la  fonction  prend  la 


e 
a 
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forme 

200.  Nous  donnerons  pour  dernier  exemple  de  ce  geuj 
de  questions  celle  qui  se  rappporte  à  la  détermination  de  I 
résultante  de  deux  forces  égales,  faisant  entre  elles  un  angl 
quelconque. 

On  est  conduit  dans  cette  recherche  par  des  considéra 
tions  fort  simples,  que  nous  n'indiquerons  pas  ici,  à  Téqua 
tion  suivante  : 

(l)  (p  (x  H-  jr)  -f-  ^  (j:  —  j)  im  (p  (x)  <p  (/). 

X  désigne  le  demi-angle  des  deux  forces,  et  (f  {x)  le  rapport— ;:^ 
de  la  résultante  à  Tune  d'elles.  Or,  si  Tangle  des  forces  es' 
nul,  la  résultante  est  égale  à  leur  somme*,  et  s'il  est  é 
à  deux  angles  droits,  elle  est  nulle  :  on  devra  donc  avo 
les  conditions  particulières  suivantes ,  en  désignant  cp  ( J^^^] 
par  z  : 

i  z=  2y     pour    ar  ==z  o, 

Zr=0,      pour     J?r=r-5 


ir 


UT 


et,  de  plus,  z  ne  peut  devenir  nul  pour  aucune  va 

de  X  comprise  entre  o  et  -  •  On  observera  d'ailleurs  gug        la 

question  de  statique  n'impose  aucune  condition  à  la  fo me- 

tion  pour  des  valeurs  de  x  non  comprises  entre  o  e^K-^ 

2 

et  pour  des  valeurs  de  y  plus  grandes  que  x.  On  peut       re- 
connaître facilement  que  la  première  des  équations  (2^   est 
une  conséquence  immédiate  de  l'équation  (i)  j  car,  si  l'oûj 
fait  2^  =  o,  on  trouve 

d'où  résulte 

y  (o)  =  2. 
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Cela  posé,  en  différentiant  deux  fois  l'équation  (i)  par 
•apport  à  x^  et  deux  fois  par  rapport  à  j^  on  obtient 

i*où  l'on  conclut 

n  étant  une  constante  réelle,  puisque  <^[x)  et  (f"[x)  le 
sont. 

Cette  équation  devient,  en  remplaçant  o{x)  par  z^ 

L'intégrale  de  cette  équation  aura  une  forme  différente, 
suivant  que  Ton  aura 

a^o,     «  =  0,     a<C,o. 

1®  Soit  d'abord  a  =  o-,  il  en  résulte 

a=  Cx4-  C„ 

«t,  substituant  dans  l'équation  (i),  on  devrait  avoir,  pour 
uue  infinité  de  valeurs  de  x  et  j^ 

aCor  H-  2C,  =:  C^J:/  4"  CCi^  -i-  CC,  X  -|-  C^  ; 

les  termes  semblables  devraient  donc  être  égaux  de  part  et 
d'autre,  d'où  résulterait  C  =  o,  et  ç  (a:)  serait  égal  à  une 
constante,  ce  qui  est  impossible;  donc  on  ne  peut  avoir 
a=o. 

2"  Soit  a^o-,  l'intégrale  générale  de  l'équation  (3) 
sera 

•ubstituant  dans  l'équation  (i),  et  posant 

Cal,  inf,  D.  —  II.  19 
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ce  qui  n'établit  aucune  liaison  entre  u  et  1^,  on  trouve 

C  (C  —  i)  M  +  C,  (C,  —  i)  tt^' :=  C  (i  —  C, )  i'  -h  Cl  (i  —  C)  «r-i. 

Les  coefficients  des  termes  dissemblables  devant  être  nuls 
séparément,  on  aura 

C  ==:  o,     C|  =  o, 

ou 

C=-i,     €,  =  !. 

Or  ou  ne  peut  avoir  à  la  fois  0  =  0,  Cj  =  o,  sans  quoi  l'on 
aurait  «  =  o,  quel  que  fût  a:,  ce  qui  est  absurde.  Donc  on 
ne  peut  prendre  que  les  valeurs  suivantes  : 

C  =  i,     C.=:l, 

d'où  il  suivrait 

z  ~-  e'v^  -I-  e"-*v/«, 

expression  qui  ne  deviendrait  pas  nulle  pour  x  =  -j  et  qui, 

jt 

par  conséquent,  ne  satisfait  pas  à  la  question.  Donc  on  ne 
peut  avoir  a^o. 

3°  Supposons  enfin  a  <^  o  et  posons 

Tintégrale  complète  de  l'équation  (3)  sera 

z  =  C  cosmx  -h  Cl  sinmjSj 

et,  puisque  Von  doit  avoir  z=  2  pour  or  =  o,  il  en  résulte 
C  =  2,  et  la  valeur  de  z  sera 

z  =:=  2  cosmx  -i-  C|  sinmx; 

en  la  substituant  dans  l'équation  (i),   et  réduisant,  on 
trouve 

CJ  sin/w.r  sin  wij  -f-  2C1  sinmjr  cosm;r  r=  o, 

et,  comme  on  ne  saurait  avoir  m  =  o,  on  peut  supprun^^ 
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facteur  sinm/,  et  il  reste  *^ 

CJ  sinmjî  ~i-  2C1  cosmx  ==  o, 

lation  qui  ne  peut  être  satisfaite,  quel  que  soit  x^  qu'en 

)ant 

Cl  =2  o, 

•ù  résulte 

z  =  11  cosmx, 

constante  m  se  déterminera  au  moyen  de  la  seconde 
nation  (2},  qui  donnera 

mn 
ces  —  =  o, 
2 

étant  un  nombre  entier  quelconque.  Mais  si  l'on  n'a- 
it pas  71  =  0,   cosmx  deviendrait  nul  pour  la  valeur 

=  -7 r>  qui  est  moindre  que  -;  ce  qui  ne  saurait 

2(2/1-1-1)     ^  ^      a'        ^ 

pe,  puisque  la  fonction  z  ne  peut  devenir  nulle  pour 

icime  valeur  de  x  entre  zéro  et  -•  Donc  enfin 

2 

j5  1=.  2  cos.r, 
et  la  valeur  de  la  fonction  cherchée  est 

ç(j7)  =:  2COSX9 


«9' 
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CHAPITRE  XVn. 

DIGRESSION  SUR  QUELQUES  PROPRIÉTÉS  OU  USAGES 
DES  INTÉGRALES  DÉFINIES. 


Intégrales  eulérîennes , 

201 .  Legendre  a  désigné  de  cette  manière  deux  espèces 
d'iutégrales  définies ,  étudiées  avec  beaucoup  de  soin,  d'a- 
bord par  Euler,  et  ensuite  par  Legendre  lui-même;  nous 
nous  bornerons  à  en  faire  connaître  les  principales  pro- 
priétés. Celles  de  la  première  espèce  sont  comprises  dans  la 
formule 

o 

celles  de  la  seconde  sont  de  la  forme 


l'kT-' 


a  étant  positif,  sans  quoi  Tintégrale  serait  infinie. 
Si  Ton  pose  1  -  =  j^,  on  lui  donne  la  forme 


X 

00 

y-^er^  dy, 
o 


£ 


Legendre  désigne  les  premières  par  le  symbole  (p,  ^ 
les  secondes  par  T  (a)  ^  de  sorte  que  Ton  a 


'n^' 


(p^q)  --:---   f     XP-^  [l  -  xyj-' dx, 
Jo 


00 

af-^e~'dx. 
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Nous  avons  déjà  eu  occasion  de  parler  de  ces  dernières 
dans  ]e  Cours  de  première  année,  et  nous  avons  démontré 
que,  si  a  est  entier,  on  a 

r{a)  =1 .2.3. . .  (a  —  i); 

et  que,  qnel<]ue  valeur  positive  qu'ait  m^  on  a 


X 


T{a) 


a:^-^  er"'*  dx  = 


m" 


â(}2«  On  reconnaît  immédiatement  une  propriété  très- 
simple  des  intégrales  de  première  espèce,  et  qui  consiste  en 
ce  que  leur  valeur  ne  change  pas,  quand  on  change  l'une 
dans  l'autre  les  deux  lettres  p  et  q»  En  effet,  si  l'on  fait  la 
somme  des  deux  éléments  de  l'intégrale,  correspondant  à 
deux  valeurs  de  x  dont  la  somme  soit  égale  à  i ,  elle  reste 
évidemment  la  même  quand  on  change  p  en  ^ ,  et  récipro- 
quement, puisque  cela  ne  fait  que  changer  les  deux  éléments 
l'un  dans  l'autre.  Donc  l'intégrale  entre  les  limites  o  et  i 
reste  la  même  quand  on  change  l'une  dans  l'autre  les  deux 
lettres  p  et  q^  propriété  qui  s'exprimera  de  la  manière  sui- 
vante : 

203.  Démontrons  maintenant  une  des  principales  pro- 
P'iétés  des  fonctions  de  seconde  espèce,  qui  doivent  être 
^^di^es  en  même  temps  que  celles  de  première. 
Considérons  l'intégrale 

^**^  'gration  par  parties  donne 

/('i)-='('i)--/(-r'-- 
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et,  prenant  les  limiter  zéro  et  i , 

ce  qui  donne  la  relation  suivante  : 

Au  moyen  de  cette  relation,  il  suffira  de  connaître  la  fonc- 
tion r  (a)  pour  toutes  les  valeurs  de  a  comprises  entre  zéro 
et  f ,  pour  en  déduire  celles  qni  se  rapportent  aux  ya]|^s 
de  a  comprises  entre  i  et  3.  De  celles-ci  on  passera  aux 
valeurs  de  a  comprises  entre  a  et  3,  et  ainsi  de  suite  indé*- 
finiment. 

La  construction  d'une  Table  qui  donnerait  toutes  les 
valeurs  possibles  de  la  fonction  F  se  réduit  donc  à  la  consi* 
dération  des  valeurs  de  a  comprises  entre  o  et  i  • 

Nous  allons  voir  qu'il^uflQt  même  de  connaître  les  valeurs 

de  r  fa)  dans  Tintervalle  dea  =  oàa==-- 

D'après  ce  qui  a  été  dit  précédemment,  on  a  l'équatiom 


X 


(i  -i-xf 


b  étant  positif.  Multiplions  les  deux  membres  par  jf"^  dr 
a  étant  positif  et  plus  petit  que  J,  et  intégrons-les  par  rap 
port  à  X  entre  zéro  et  l'infini,  nous  aurons 

0      Jo  Jo       (ï+^)* 

intégrons  d'abord  par  rapport  à  a:,  et  observons  que 


X 


*  ,        ra 

2^  ' 
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le  premier  membre  de  l'équation  deviendra 


«/o 


00 


2^-*er-*dz,     ou     r{a)r(6--a), 
o 


ce  qui  donne  l'équation 
d'où 


X 


(n-x)*  r(^) 


On   Yoit  donc   comment  les    intégrales  de   la   forme 
I       -. rjî  dans  lesquelles  on  a  a  <[  A,  dépendent  de 

celles  que  nous  avons  désignées  par  F. 

Considérons  le  cas  particulier  de  i  =  i ,  et  rappelons- 

ïious  que  F  (i)  =  i ,  et  / =   .  ^    ?  l'équation  pré- 
cédente deviendra 

r(a)r(,-«)=    * 


srnair 

Si  donc  on  connaissait  les  valeurs  de  F  (a)  depuis  a=ziO 
Jixscpi'à  a  =  -j  cette  équation  donnant  F(i  —  a),  d'après 
r*  (a),  ferait  connaître  les  valeurs  de  la  fonction  depuis 

^  =:- jusqu'à  a  =  !•  H  serait  très-facile  ensuite,  comme 

i^ous  l'avons  fait  voir,  de  déterminer  ses  valeurs  depuis 
^*  ^==  i  jusqu'à  a  =  oo  . 

On  peut  remarquer  que,  si  dans  l'équation  précédente 

^^  fait  a  =  -,  on  obtient 


(rij    =7r,       d'où       ri=rV^; 
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ainsi 


Posant  X  =jy',  il  vient 

2r        ery^ dy -=.  sjr: ^      ou       1        c^'éfy"=yTr, 

t/O  t/ 00 

comme  nous  l'avions  trouvé  déjà  par  d'autres  procédés. 

204.  Les  intégrales  de  première  espèce  peuvent  se.  ri 
mener  à  celles  de  seconde;  ce  qui  est  avantageux  en  ce  qi 
celles-ci  ne  dépendent  que  d'une  seule  variable  a^  tand 
que  les  autres  dépendent  de  deux  variables  p  el  q. 

L'intégrale  /     x^"^  (i — x)f^^dx  devient,   en  posai 

X  '      ' 

a:  =  -— — 9 

I  -i-r 


£ 


(n-rK-*-^ 


dont  la  valeur  est,  d'après  une  formule  du  numéro  pré 
cèdent, 

r(/>)r(g)/ 
r(/>-4-5)' 

on  a  donc  l'équation  suivante  : 


X 


ou 


{P^l)—  — :> 


r{i'  +  <z) 


formule  très-simple  qui  servira  à  exprimer  les  fonctions  • 
première  espèce,  au  moyen  des  fonctions  T. 
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â05.  Si  Ton  multiplie  membre  à  membre  les  deux  équa- 
tions 


îl  vient 


et  comme  le  second  membre  ne  change  pas  quand  ou  change 
l'une  dans  l'autre  deux  quelconques  des  lettres  p,  y,  r,  il  en 
*Gra  de  même  du  premier  membre,  .et  Ton  aura 

(P^  9)  {P  -^  ^»  '•)  =  {P^  0  {p-^r,  q)  =  (r,  q)  {q  H-  r,  /?), 

qui  est  une  des  propriétés  fondamentales  des  fonctions 

206.  Supposons  maintenant  que  les  deux  nombres  p  etq 
*^>îent  égaux  dans  la  fonction  (p,  7)^  on  aura  alors 


fa,  a)  =z  j      ^~'(i  —  x)"-^  dx. 


X^osons  X  =  -{i  -Hj^)»  il  viendra 


^«'«i^^y  (ï~/')""'^r  =  ^y  (i-r^r-^j; 


faisons  ensuite  jk'  =  z^  d'où  cf^  =  — jt  on  obtiendra 


j 

7,Z' 


t  'I 


f*'")  =  5^1  jf -" M' — )-' «/^  =  ^  (^' «) 
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OU,  en  remplaçant  les  Ibnctions  (p,  ijr)  par  leurs  valeurs  au 
moyen  des  fonctions  F, 

r{2a)  2*«-'r(|-Ha)' 


2 

9 


d*où  Ton  tire,  en  observant  que  T  (  -  j  =  tt' 

ce  qui  constitue  une  nouvelle  propriété  générale  des  foi 
tions  r. 

Nous  bornerons  là  ce  que  nous  avions  à  dire  des  în^_  ^ 
grales  eulériennes,  et  nous  renverrons  pour  plus  de  déu  ^g^ 
aux  Exercices  de  Calcul  intégral  de  Legendre. 
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CHAPITRE  XYIIL 

EXPRESSION  DUNE  FONCTION  PÉRIODIQUE  ARBITRAIRE 

EN  SÉRIE  TRIGONOMÉTRIQUB, 

AU  MOYEN  D'INTÉGRALES  DÉFINIES. 


907.  Les  applications  de  l'analyse  aux  phénomènes  pliy- 
iques  ont  conduit  à  la  recherche  du  développement  d'une 
bnction  quelconque  en  séries  dont  les  diflerents  termes 
'taient  proportionnels  aux  sinus  ou  cosinus  des  multiples 
le  la  variable. 

C'est  le  problème  des  cordes  vibrantes  qui  a  donné  lieu 
^  la  première  question  de  ce  genre.  Daniel  BemouUi  re- 
>résentait  l'état  initial  de  la  corde  par  une  série  trigono- 
ûétrique  dont  il  ne  déterminait  pas  les  coefficients.  Euler 
^  donna  l'expression  au  moyen  d'intégrales  définies  ^  mais 
est  principalement  à  Lagrange  et  à  Fourier  que  Ton  doit 
'  avoir  fixé  le  sens  exact  de  ces  formules. 

Avant  de  donner  la  démonstration  rigoureuse,  nous  com- 
mencerons avec  Euler  par  celle  qui  se  présente  le  plus  na- 
Urellement,  et  qui  est  fondée  sur  la  méthode  des  coeffi- 
^ents  indéterminés.  Soit  F  (x)  une  fonction  quelconque 
le  X,  et  posons 

F(j:}-i:--B-i-(A,  sinjr-f-BiCOSj:)  J- .  . . 

-h  (Afl,  sin/7ix  -h  B|B  cosmx)  -4- . . . . 

Si  maintenant  on  veut  déterminer  le  coefficient  A^.  de 
^fnx^  il  suffira  de  multiplier  les  deux  membres  par 
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sinmx  dx  et  d'intégrer  entre  deux  limites,  àjrant  pour 
férence  2  77.  Tous  les  coefticients  inconnus  disparaiti 
excepté  A,„,  parce  que  Ton  a 

sinm^r  C0S7Z.r  da:z=  o, 

a 

[  ^nma:  sinnx  dx  =  o; 

a 

d'où  Ton  conclura 


A-rrr 


JF(.r)  svamxdx 
a 


"  a-H27r 

sin^mxdx 


L 


r=  -   I  F  (jp)  sinm^ 

'^  Ja 


On  trouvera  de  même 


B«  =  -    I  F(a:)  cosmardla:. 


H  faut  excepter  le  cas  de  m  =  o,  qui  donne 


a 

parce  que 


B  =  —    /  Y{x)dx, 


L 


a-f-27r 

cos'ma;ûtr  =  tt 


pour  toutes  les  valeurs  entières  de  m,  excepté  zéro, 
donne 

«-+-271 


On  connaît  de  cette  manière  les  valeurs  des  coeffic 
quand  le  développement  est  possible  ^  mais  il  est  esse 
de  déterminer  les  conditions  de  sa  possibilité  et  les  lii 
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entre  lesquelles  la  fonction  est  représentée  par  cette  série 

essentiellement  périodique. 

C'est  pour  cela  que,  regardant  ce  qui  précède  comme 
une  simple  induction,  nous  allons  déterminer  rigoureu- 
sement ce  que  représente  une  pareille  série. 

208.  Si  l'on  désigne  par  u  un  arc  quelconque ,  on  sait 
que  Ton  a 

1  ^                                       s\n(m  -j-  ~)u 
h  cosii  -4-  cosnu  -h  cos3w  -;-...-!-  cosmu  =: — ; — ,     ^     » 

2  2  sm~  u 

Changeons  u  en  x  —  ce,  multiplions  par  une  fonction  arbi- 
traire F  (a)  et  intégrons,  par  rapport  à  a,  entre  deux  li- 
ûaites  quelconques  a  et  i  ;  nous  aurons 

(f  l       pb  pb  pb 

-I     Y{7)da+  j       F  {a)  cos{x— a)  cioL-^-  1     F(a)  C0S2(ar— a)^a-4-... 

^J^    F(«)cosm(a;-«)rfa  =  -j^     ^(«)        siDl(a:  -  a)~  ^^ 

^^n  voit  que  rien  ne  serait  changé  dans  les  deux  membres 
^1^  Ton  augmentait  x  d'un  multiple  quelconque ,  positif  ou 
Négatif,  de  aw,  et  que,  par  conséquent,  ils  représentent 
"Une  fonction  périodique  dont  la  période  est  arr,  quel  que 
•crit  d'ailleurs  le  nombre  entier  m.  Or,  lorsqu'on  fait  croître 
ce  nombre  indéfiniment,  le  second  membre  tend  vers  une  . 
limite  qu'il  est  facile  de  déterminer,  et  le  premier  membre 
sera  le  développement  en  série  de  la  fonction  qui  exprime 
celte  limite. 
On  remarquera  que  Ton  peut  se  borner  à  considérer  les 
.'l      valeurs  de  a   infiniment  voisines  de  celles  qui  rendent 


; 
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sîn  -  (a  —  x)  =  o,  vu  que  Tintégrale  tendrait  vers  zéro,  à 
mesure  que  m  augmenterait  pour  tout  intenraDe  dans 
lequel  sin-  (a  —  x)  resterait  une  quantité  finie. 

En  effet,  lorsque  m  est  devenu  extrêmement  grani 
(  m  -f-  -  )  («  —  Jc)  varie  de  2  ir  quand  a  varie  de  la  quantité  ex- 
trêmement petite r  :  dans  cet  intervalle,  -: — ,  }  ' — ■  ne 

^         /w  -f-  Y  '  sm-j(a  —  x) 

varie  pas  sensiblement,  tandis  que  1  sin  (/«H —  \{x — a)iA 

est  zéro.  D'où  il  suit  que  tous  les  éléments  de  l'intégrale^ 

correspondant  aux  éléments  infiniment  petits j-  de  b 

variable  a,  sont  infiniment  petits  par  rapport  à  ces  derniers^ 
et,  par  conséquent,  l'intégrale  prise  dans  un  intervalle  ai 

■ .  .  /  ' — r  reste  fini,  tend  vers  zéro,  à  mesure  que  m 
siny{a  —  x]  ^ 

augmente  indéfiniment.  On  peut  donc  se  borner  à  consi- 
dérer les  valeurs  de  ce,  qui  diÛërent  infiniment  peu  de  celles 

qui  rendent  sin-  (a  —  x)  =  o,  et  qui  sont  les  suivantes: 


Soit  X  une  valeur  quelconque  comprise  entre  a  et  &,  et 
supposons  que  b  —  a  soit  tout  au  plus  égal  à  2  ir  5  on  con- 
sidérera seulement  les  valeurs  infiniment  petites  de  a  — x; 

on  pourra  alors  rem]placer  sin  -  (a  —  x)  par  -  («  —  x]^^^ 

le  second  membre  de  Téquation  (1)  deviendra 

7—  e  a  —  x 
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B  étsaat  infiniment  petit  ;  ou,  en  faisant  a  —  a:  =  o), 


£ 


_,            .  sin(/»-f--^)ft)   _ 
F  (  Jr  -4-  w) ^^ *-^—  d(à. 


Si  F  (a)  est  continue  dans  le  voisinage  de  x,  on  pourra 
remplacer  F  (x  -+-  w)  par  F  (x)^  et  Ton  aura  seulement 

(3)  F(x)r"'^i^l^^^rf»; 

et  cette  intégrale  n'ayant  de  valeur  sensible  que  pour  des 
valeurs  infiniment  petites  de  o) ,  lorsque  m  croît  indéfini* 
ment,  on  peut,  sans  inconvénient,  étendre  ses  limites  jus- 
qu'à —  00  et  -I-  oc  ,  ce  qui  facilite  Fintégration ,  et  Ton 
trouve  pour  résultat  ir.  La  limite  du  second  membre  étant 
^P(ar),  on  a  la  formule  suivante  : 

A)     irF(«)=:-    I      F(a)£/a-f-2       /      F(a)cosw(ar  — a)^a, 

l^xi  donne  le  développement  de  F  (a:)  suivant  une  série  dont 
^  terme  général  est  de  la  forme 

km  sinmj:  -h  B«  cosmx. 

U  nous  reste  à  faire  quelques  observations  propres  à  en  fixer 
le  véritable  heoB. 

209.  Si  l'on  donne  à  x  une  valeur  telle  qu'entre  a  et  6  il 
lie  tombe  aucune  des  valeurs  renfermées  dans  l'expression 
X±  aAtr,  h  étant  un  nombre  entier  quelconque  qui  peut 
ttre  zéro,  l'intégrale  (2)  est  nulle,  et  la  série  a  pour  limite 
2éro,  pour  cette  valeur  de  x.  Le  lieu  qui  aurait  pour  or* 
donnée  le  second  membre  de  l'équation  (4)9  divisé  par  ir,  se 
composerait  donc  d'abord  du  lieu  de  Téquation^  =  V{x) 
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entre  x:=aetx  t=^  b^  reproduit  indéfiniment  dans  les  deux 
sens  de  Taxe  des  x,  de  telle  sorte  que  les  points  correspon- 
dants seraient  distants  les  uns  des  autres  de  27r;  et,  en 
outre,  de  toutes  les  parties  de  Taxe  des  x  comprises  entre 
ces  courbes  successives. 

Si  l'intervalle  b  —  a  est  égal  à  air,  le  lieu  y  =  F(a:), 
construit  entre  x  =  a  et  x=  b^  se  reproduit  à  la  suite  de 
lui-même  indéfiniment,  et  tous  les  points  correspondants 
seront  distants  de  2ir. 

210.  Si  X  est  égal  à  une  des  limites  de  l'intégration,  à  a 
par  exemple,  l'intervalle  b  —  a  étant  encore  égal  à  ait, 
l'intégrale  (2)  ne  sera  prise  qu'entre  zéro  et  4-  e,  quand  a 

sera  dans  le  voisinage  de  a,  ce  qui  donnera  -F (a).  Mais 

quand  a  sera  dans  le  voisinage  de  i,  qui  est  égal  à  a  -f-air, 

sin  -  (a  —  x)  sera  encore  infiniment  petit;  et  31  Ton  pose 

a  =  a  -i-  27r  —  w,  on  aura 

sm  -  (  a  —  wC  )  =  sm  -  > 
2  2 

qu'on  remplacera  encore  par  -  •  On  aura  ainsi  une  nouvelle 

intégrale  qui  sera  égale  à  -  F  (  i  )  -,  d'où  Ton  voit  que,  lors- 

qu'on  donne  à  x  une  valeur  égale  à  Tune  quelconque  des 
limites  de  Tintégration,  la  série  donne  la  demi-somme  des 
valeurs  de  F  (x)  relatives  aux  deux  limites. 

2H.  Si,  pour  une  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  h 
F  (a:)  n'est  pas  continue,  et  passe  brusquement  de  la  va- 
leur 7n  à  la  valeur  n^  il  faudra  dans  l'intégrale  (3)  supposer 
F  (a:)  =  m  entre  —  e  et  o,  et  F  (a:)  =  n  entre  zéro  et  -t-^j 

ce  qui  donnera  pour  résultat  -  (m  -h  n).  Ainsi,  pour  unefâ" 
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leur  de  x  qui  rend  F(x)  discontinue,  la  série  donne  la 
demi-somme  des  valeurs  de  F  (x)  qui  correspondent  à  cette 
même  valeur  de  x, 

212.  Nous  avons  supposé  que  la  différence  des  limites 
a^  b  était  tout  au  plus  égale  à  2ir.  Voyons  ce  qui  arriverait 
si  cette  différence  était  plus  grande  que  27r,  et  que  la  fonc- 
tion F  (a)  fiit  donnée  arbitrairement  dans  cette  étendue  : 
supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  Ton  ait  i — a  =  2  t:  -f-  cî, 
d  étant  plus  petit  que  27r.  Pour  toute  valeur  de  x  comprise 

entre  a  et  a-f-î,  sin-(a  —  x)  deviendra  nul  pour  a=x 

et  pour  a=  271  +  ^;  on  aura  donc  à  considérer  dans  Fin- 

tégrale  /    les  valeurs  de  a  dans  le  voisinage  de  x  et  de 

2ir  -h  x,  et,  par  conséquent,  on  trouvera  pour  valeur  de 
cette  intégrale  relative  à  ces  valeurs  de  x 

ïr[F(ar)-|-F(jr-f-27r)]; 

de  même,  pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  b  —  J  et  J, 
on  trouverait  pour  valeur  de  l'intégrale 

ir[F(af)-f-F(«  — 2  7r)]. 

Pour  les  autres  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  &,  Tin- 
I  tégrale  aurait  simplement  pour  valeur  F  (or).  On  voit  ce 
qui  arriverait  si  i  —  a  renfermait  un  nombre  quelconque 
de  fois  27r,  et  que  la  fonction  F  (a)  fut  donnée  dans  toute 
<îeite  étendue.  Ce  n'est  donc  qu'en  prenant  2  tt  pour  diffé- 
rence des  limites  de  l'intégration  que  la  série  représentera 
la  fonction  elle-même  F  (x)  pour  toute  valeur  de  x  com- 
prise entre  ces  limites.  Dans  tous  les  cas,  la  fonction  repré- 
s^tée  par  la  série  aurait  pour  période  27r. 

Si  la  fonction  F(a)  est  périodique,  que  27r  soit  l'étendue 
^6  la  période,  et  que  b  —  a  soit  un  multiple  de  27r ,  la  sé- 

Cai,  inf,  D,  —  II.  20 
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rie  représentera  évidemment  7rF(x),  multiplié  par  le 
nombre  de  fois  (jue  b  —  a  contient  air^  en  divisant  donc 
par  ce  nombre,  on  aurait  encore  irF(j:)  comme  si  l'on 
avait  intégré  entre  a  et  a  H-  air. 

213.  Si  Ton  suppose  a  =  o,  b3=B2n^  la  formule  (4) 
donne,  en  divisant  par  tt, 

(5)F(^)==^/  F(a)£/a^-i2  /  F(a)cosm{a:~a)i&. 
Si  Ton  fait  a  =  —  tt,  i  =  -h  tt,  on  obtient 

{6)F{x)==l-  Ç     '^Y[oL)da-{^^^  Ç     ''F(a)cos;7i(ar~a)£fa. 

On  peut  ainsi  développer,  en  une  série  qui  procède  suivant 
les  sinus  et  cosinus  des  multiples  de  x^  une  portion  d'une 
fonction  quelconque  F  [x]  comprise  entre  or  =  o,  or  =  2)r, 
ou  a:  =  —  TT ,  a:  =  H-  ir,  et  qui  peuvent  se  composer  elles- 
mêmes  de  plusieurs  parties  appartenant  à  des  fonctions  de 
formes  tout  à  fait  différentes.  Mais  cette  portion  se  repro- 
duit indéfiniment  dans  les  deux  sens  \  de  sorte  que,  pour  les 
valeurs  de  x  en  dehors  de  ces  limites,  la  série  n'a  aucun  rap- 
port avec  les  valeurs  que  prendrait  F  (or)  d'après  la  forme 
de  cette  fonction.  Si,  par  exemple,  ;^  =  F(a:)  représente 
une  parabole,  la  série,  à  mesure  que  x  croîtra  positivement 
ou  négativement,  reproduira  périodiquement  l'arc  de  cette 
parabole  compris  entre  a?  =  — tt,  a:  =  7r,  et  nullement  b 
parabole  indéfinie. 

21  i-.  On  peut  donner  plus  de  généralité  aux  formules  (5) 
et  (6),  en  supposant  que  la  fonction  à  développer  est  don- 
née dans  un  intervalle  quelconque  2  /  au  lieu  de  27r. 

En  effet  ^  si  l'on  fait  a:  =  — ->  et  a  =  -t->  les  formules  en 


INTÉGRATION    DES    ÉQT] AXIONS    DIFFÉRENTIELLES.        So^ 

[oestion  donneront 


'i^HJMr)- 


+  72,  J.     F(-j-)cos_(.-e)»., 


'(?)=i/_:HT> 


-^ 


/Z   j_,    F(-)cos-{.-e)^; 


>u,  en  représentant  F  (  —  )  par  ç  (  ^),  qui  sera  une  fonction 

ffbilraîrc  de  z^  connue  entre  o  et  a  /,  ou  entre  —  /  et  -f-  /, 
%  remplaçant  z  par  la  lettre  x^  qui  est  plus  généralement 
^jJoyée,  on  aura  les  deux  formules  suivantes  : 


3) 


1  r^^ 


'ï2d,  J    ?(*)  ^^'^  — /  ~"  ^'''' 


8) 


215.  Si  la  fonction  o  (x)  est  telle  que  l'on  ait 

^obtiendra 

I        f  (a)  siniii  -y  <£z  =  o. 


/"*"'  If*  /"'  Îf3t 

/        f(a)cosiny  #/a  =  2  I     ^'a;a>*yn--  //«; 


seo. 
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la  formule  (8)  devient  aloi^ 


(9) 


Lix)=\£'f{')dc^ 


j   >      COSW—    f     ^(a]cus//i— < 

et  de  même  la  formule  (6)  donnera 

I   r'^ 

H —  >     cos/wa:  I       <pfa)cosma€fa. 

216.  Sî  Ton  avait,  au  contraire,  y( — a:)  =  - 
il  en  résulterait 

9  (a)  COSTO  -—-  £/a=:  o, 

ç(a)sin/n  —  Ja  =  2  /     if{at,)s\u.m  —  da 
la  formule  (8)  se  réduirait  à  celle-ci  : 
(il)  ?  (^)  =  7  X    sin/w-^  /     y(a)  sin/n—- £/a, 

et  la  formule  (6)  à  la  suivante  : 
(la)  ?(^)^^~"X,    sin/wj?  1      ç(a)  sin/naâTa. 

Exemples  dwers. 

217.  Proposons-nous  d'abord  de  développer  en  s 
gonométrique  une  fonction  qui  est  égale  à  une  a 
entre  a:  =  o,  a:  =  /,  et  à  la  même  constante  clia 
signe,  entre  x  =  o^  x=  —  /.  Il  suffira  évidemi 
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prendre  cette  constante  égale  à  Tunité,  et  l'on  passera  en- 
suite à  toute  autre  valeur  par  une  simple  multiplication. 

Nous  supposerons  donc  cp  (x)  =  i  dans  la  formule  (i  i), 
>t  nous  aurons 


—  cosmTT   .        ira? 
smm  -^  • 


m  / 


3r,  pour  m  pair,   i  —  cosmTr  =  o;   et  pour  m  impair, 
I  —  cosmir  =  a  •,  d'où  l'on  conclut 

4  /  .     irJî         I    .    _  Tra:         l     .    ^'kx  \ 

I  =  -  (  sm  -r-  -f-  -  sm3  -7-  -h  p  sino  -7-  -I-  •  •  •  )  ; 
ir\f3  l        o  l  j 

ce  qui  est  la  formule  demandée.  La  fonction  indéfinie  est 
périodique,  et  l'amplitude  de  la  période  est  a/. 

218.  Développons  maintenant  la  fonction  qui  serait  égale 
i  a:  entre  les  limites  —  /  et  -{-  /. 

Comme  on  a  alors  cp  ( —  x)  =  —  cp  (x),  il  faut  faire  usage 
de  la  formule  (11),  et  l'on  trouvera 

#    .  2  "^00    .         vx  r        .         ira 

V«)  ^^^^  1  Z^    sm/w-—!     asm/n-j-aa, 

Ou,  en  effectuant  l'intégration, 

aZ  /  .   vx       I   .      vx      1   .   _  izx       ï    .    ,  tzx  \ 

*=—  (sm-; sma  -r-l-^sm3-; -7  sm4-r--+-  •••    • 

ir\/a  l        Z  l        ^       ^   l  J 

Mais  si  l'on  voulait  que  la  fonction  fût  égale  à  a:,  entre  o 
€!t  2,  et  à  —  X  entre  o  et  —  /,  on  aurait  y  (  —  x)  =(^  (x), 
et  il  faudrait  employer  la  formule  (9).  On  aurait  alors 

I  I     /*        ,  2 -^rioo  nx    C  wa    , 

^  en  effectuant  les  intégrations, 

•  ^  ^       4^/        îf^         I  ,v  wo:         I  ^ttx         I  ir.r  \ 

'-,—  ;?(«»«— +  p<=«s3-^+^,cos5-^  +  -cos7—  +  ...j 
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Ces  deux  formules  (a),  (b)  représentent  la  même  valeur  x 
entre  o  et  /,  mais  elles  ont  des  valeurs  égales  et  des  signes 
contraires  entre  o  et  —  /  ;  elles  ont  d'ailleurs  Tune  et 
l'autre  2/  pour  période. 

On  voit  par  là  que  les  lieux  dont  ces  développements  se- 
raient les  ordonnées  auraient  des  parties  de  longueur  finie 
qui  coïncideraient,  et  d'autres  parties  qui  seraient  différentes 
pour  Tun  et  l'autre. 

219.  Cherchons  maintenant  l'expression  en  série  de 
l'ordonnée  du  trapèze  isocèle  ÂMNB,  dont  la  base  AB  est 
égale  à  tt,  et  qui  est  tel  que,  depuis  A  jusqu'à  l'abscisse 
AP  =  a,  on  ait  j^  =  X'^  depids  P  jusqu'à  Q,  j^  =  ac,  et  de- 
puis Q  jusqu'à  B,  ^  =  1: — x.  Supposons,  de  plus,  que 
l'on  ait  y( — x)  =  —  ^{^)  entre  — tt  et  -l-7r. 

Il  faut,  dans  ce  cas,  faire  usage  de  la  formule  (12),  et  Ton 
trouvera,  toutes  réductions  faites,  pour  expression  de  l'or- 
donnée j^  de  ce  contour, 

r  =  -  (sinasina:  -î-  ;^sm3asin3^  -f-  -=r  sinSasinSar-h  •••  • 

Si  l'on  suppose  a  =  -  5  le  trapèze  se  réduit  à  un  triangle  iso- 
cèle  AOB,  et  l'équation  de  cette  ligne  brisée  sera 

4/  '-o  ^        tt         I-  .\ 


»••>' 
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CHAPITRE  XIX. 

EXPRESSION  D'UNE  FONCTION  ÂRBrTRAIRE,  NON  PÉRIOIHQUB, 
AU  MOYEN  DES  INTÉGRALES  DÉFINIES. 


S20.  La  formule  (8)  représentant  une  fonction  arbitraire 
entre  x  =  —  /  et  x  =  /,  il  suffira  de  faire  croître  /  indéfi- 
niment et  de  passer  à  la  limite,  pour  avoir  l'expression 
d'une  fonction   quelconque ,    depuis   x  =  —  oo    jusqu'à 

Nous  allons  montrer  comment  le  signe  ^  se  change  alors 

en  un  signe  d'intégration  dans  les  formules  précédentes. 

Nous  supposerons,  pour  éviter  toute  difficulté,  que  q  [x) 

ne  devienne  jamais  infini,  et  soit  nul  pour  x  =  —  oo  et 

X  =  00  ^  de  sorte  que  la  courbe  représentée  par  j=^<f  [x] 

finit  par  s'approcher  indéfiniment  de  Taxe  des  x,  lorsque 

X  croît  indéfiniment,  soit  positivement ,  soit  négativement. 

Le  premier  terme  du  second  membre  de  l'équation  (8), 

^1       ?(^)  ^^9  tendra  vers  zéro  lorsque  /  croîtra  sans 

limite,  et  il  suffira  de  considérer  la  seconde  partie  de  ce 
même  membre,  qui  peut  être  écrite  comme  il  suit,  en  posant 


^-e; 


\tr  I         ç(a)cos«(j: — (x)dx-\ I  y(a)C0S2e(jr — a)  doL 


ff  {et)  cas  m  ê(jr —  0L)dx 


3l2  LIVRE   IV. 

Or,  si  l'on  fait  mt=:p^  on  peut  regarder  p  comme  une 
variable  à  laquelle  on  donne  successivement  des  accroisse- 
ments égaux  à  e  dans  la  fonction  générale 

l 
y  (a)  cosp{x  —  a)r/a, 


/_: 


et  en  multipliant,  pour  chaque  valeur  de  p,  cette  fonction 
par  l'accroissement  de  /?,  la  somme  de  tous  ces  éléments, 
depuis  p  =  o  jusqu'à  p  infini,  ne  sera  autre  chose  que  l'ex- 
pression (i3)  multipliée  par  tt.  Si  maintenant  on  fait  croî- 
tre /  indéfiniment,  e  tendra  vers  zéro,  et  la  somme  (i3) 
tendra  vers  l'intégrale 

-    I       dp  j        f[a)cosp{x  —  0L)d(x. 

L'équation  (8)  conduit  donc  ainsi  à  la  suivante  : 


(i4) 


if(^x)  =  -    j       dpi        ^[a)cosp{a:  —  a)da.<, 


OU,  en  prenant  pour  limites  de  p,  —  oo  et  -f-  oo  ,  ce  qui 
double  l'intégrale, 

(i5)         (f(js)  =  —    /        dp  j        tf{a)cosp(a:  —  a)Ja; 

et  ces  formules  ont  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  de — 
puis  —  00  jusqu'à  •+-  oo  . 

Elles  ne  diffèrent  pas  de  celle  que  nous  avons  démontrée 
primitivement. 

221.  Dans  le  cas  où  cj) ( — x)  =:  (f{x)^  ona. 

/oo 
ff  (a)  sinpa  da.  =  O, 
-00 

/»oo  /»00 

I         y  (a)  cosjoa  ^a  n=  2  I        «p  (a)  cos/7ac?a, 

J — 00  Jo 
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et  les  formules  (i4)  et  (i5)  se  réduisent  à  celle-ci  : 

(l6)         <f[x)z=—    j       dpcospx  f        ff[a)cospada. 

Si  Ion  a,  au  contraire,  ç( —  a:)=  —  9('^)?  on  trouvera 

(17)  ç(a:)  =  -    I       dpsiapx  j        ff[a)smpadoL; 

'^  Jo  Jo 


réciproquement,  si  l'on  emploie  les  formules  (16)  ou  (17), 
*e  second  membre  se  formera  par  les  valeurs  de  y  (x)  re- 
l^itives  à  X  positif^  et,  quelles  que  soient  les  valeurs  de 
ç  (—  x)  d'après  la  nature  de  la  fonction  ç,  ces  formules 
donneront,  pour  x  négatif,  ç  {x)  pour  la  première,  et  — <^{x) 
fM)ur  la  seconde. 

Toutes  ces  formules  qui  servent  à  représenter  des  fonc- 
^Sons  entièrement  arbitraires,  données  entre  les  limites 
finies  ou  infinies  de  la  variable,  sont  de  la  plus  grande  uti- 
lité dans  les  applications  de  l'Analyse  aux  questions  de  Phy- 
sique ou  de  Mécanique  moléculaire. 

Si  l'on  avait  à  exprimer  d'une  manière  analogue  une 
ficmction  de  deux  variables  x  et  j^,  on  la  considérerait  d'a- 
l>ord  comme  fonction  de  x,  y  étant  traité  comme  une  con- 
stante, et  l'on  ferait  usage  des  formules  ci-dessus.  La  fonc- 
tion ç  (a)  contiendrait  alors  j^  et  pourrait,  par  conséquent, 
s'exprimer  par  les  mêmes  formules,  ce  qui  doublerait  le 
nombre  des  signes  d'intégration  ou  de  sommation  \  et  l'on 
^ait  de  la  même  manière  pour  un  nombre  quelconque  de 
variables. 

222.  Exemples.  —  Considérons  maintenant  des  fonctions 
aoûnées,  depuis  x  =  —  00  jusqu'à  x  =  cc  . 
Supposons  que  l'on  doive  avoir  j  =  e""',  depuis  x  =  o 
J^ix*^  a: = 00  ,  et  7  =  e',  depuis  x  =  o  jusqu'à  x  =  —  00  5 
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on  aura  alors  la  condition  f( — x)  :t=r  cp(x),  et  il  faudra 
faire  usage  de  la  formule  (i6).  Elle  donnera 

jr  ==:  —     I         dp  COSpX  1         C^  COS pOL  da* 

^  Jo  Jq 


Or 

er"^  cospoLdoL  = 


£ 


I 


l-hf?»' 

on  aura  donc 

dp 

p' 


2      /***  COSpX 


Et,  en  effet,  nous  avons  déjà  eu  occasion  de  reconnaître  que 
cette  expression  est  équivalente  à  e"*  quand  x  est  positif,  et 
à  e*  quand  x  est  négatif. 

223.  Terminons  ces  exemples  par  le  cas  d'une  fonction 
qui  soit  égale  à  l'unité  pour  toutes  les  valeur»  de  x  com* 
prises  entre  —  i  et  H- 1,  et  nulle  pour  toute  autre  valeur 
de  X. 

On  a,  dans  ce  cas,  y  ( —  x)  =  (f  (x),  et  Ton  aura  recour* 
à  la  formule  (i6). 

Or,  la  fonction  étant  nulle  depuis  x  =  i  jusqu'à  x=  oo^ 
l'intégration  donnera  zéro  dans  toute  cette  étendue,  et,  par" 
conséquent,  il  suflSt  de  la  considérer  entre  les  limites  c^ 
et  1 5  ce  qui  donnera 

dpQOSpx  I     cas  p  a  doL, 

0  J  o 


et  comme  on  a 

I 


X 


sin/? 

COS  p  CL  dcL  .^=: j 


on  en  conclura 

00 


2    r  ^  sinpcospx   , 
r=-    /  „  dp-, 

^  Jo  P 
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et  Ton  a  ainsi  une  expression  qui  est  égale  à  i  pour  toute 
valeur  de  x  entre  —  i  et  4-  i ,  et  égale  à  zéro  pour  toute 
valeur  de  x  en  dehors  de  ces  limites.  H  est  d'ailleurs  facile 
d'en  faire  la  vérification.  En  effet,  on  a 


'o  P  ^Jo  P  ^Jo 


*  sîn(j?  —  i)p 


dp 


Or,  si  Ton  a  :c>»  i,  les  deux  intégrales  qui  entrent  dans 

le  second  membre  sont  égales  à  -9  et  les  deux  termes  se 

détruisent.  Ils  se  détruisent  de  même  si  a:<^ — 15  ce  qui 

prouve  d'abord  que  l'intégrale  en  question  est  nulle  pour 

toute  valeur  de  x  qui  est  en  dehors  des  limites  —  i  et  4-  i . 

Si  maintenant  x  est  entre  —  £  et  + 1 9  les  deux  termes 

s'ajoutent  et  donnent  pour  somme  -9  d'où  résulte  7^  =  1 9 

ce  ({u'il  fallait  vérifier. 
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CHAPITRE  XX. 

INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  AUX  DIFFÉRENTIELLES 

PARTIELLES. 


224.  Nous  avons  yu  comment  on  peut  déterminer  une 
fonction  de  plusieurs  variables  indépendantes,  lorsque 
Ton  connaît  ses  dérivées  partielles  du  premier  ordre  par 
rapport  à  chaque  variable,  tant  au  moyen  de  ces  variables 
que  de  la  fonction  elle-même.  Nous  allons  supposer  mais- 
tenant  que  Ton  donne  seulement  une  équation  où  entrent 
ces  dérivées  partielles  d'un  ordre  quelconque. 

Considérons  une  équation  renfermant  d'une  manière 
quelconque  les  deux  variables  indépendantes  x^  y^  la  fonc- 
tion z  et  toutes  ses  dérivées  partielles  qui  ne  dépassent  pas 
Tordre  m\  elle  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

dz  dz 

d—  d^  — 

,  dz     d'Z  d^z    dz        dx  d^z  dx  d*z 

En  considérant  z  comme  fonction  de  x^  on  peut  le  dé- 
velopper par  la  formule  de  Taylor,  ou  par  celle  de  Ma- 
claurin,  que  nous  emploierons  comme  la  plus  simple. 

d'"z 
L'équation  (i)  donnera  la  valeur  de  - —  en  fonction  d^ 

x^  y^  z  et  des  autres  dérivées,  dans  lesquelles  il  y  aura  toul^ 
au  plus  m  —  I  diûerentiations  par  rapport  à  x.  En  diffé-^ 

,        ,         ,    d'^z  -  rf^-^-'î 

rentiant  la  valeur  de  - —  par  rapport  a  a:,  on  aura  - — ^^ 

d^  z 
et  son  expression  renfermera  j-;;?  ainsi  que  sa  dérivée  pa^* 
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rapport  kj"^  mais  si  Ton  remet,  au  lieu  de  ^ — ?  sa  valeur 

tirée  de  (i),  on  n'aura  plus  de  dérivée  qui  dépasse  Tordre 
m  —  I  par  rapport  à  x.  En  continuant  ainsi  indéfiniment, 
on  aura  toutes  les  dérivées  partielles  par  rapport  à  x, 
depuis  la  m'*"**  jusqu'à  Tinfini ,    exprimées    au    moyen 

de  x^y^  z,  —f"  ^  — ;•  et  de  leurs  dérivées  par  rapport 

à  y  seulement. 

U  s'agit  maintenant  d'obtenir  les  valeurs  de  toutes  les 
dérivées  par  rapport  i  x^  quand  on  y  fait  x  =  o,  ce  qui  les 
rend  fonctions  de  y  seulement.  Pour  cela,  on  observera 
qu'en  faisant  x=o  dans  une  fonction  de  x  et  de  j^,  et  dijÛfé- 
rentiant  par  rapport  à  j^,  on  a  le  même  résultat  qu'en  dif- 

férentiant  d'abord,  puis  faisant  j:  =  o:  ainsi  - — --, 
dans  lequel  on  fait  x  =  o,  est  identique  avec  -  * 


dx 
en  désignant  par  (  —  J  ce  que  devient  ^--  quand  on  y  fait 

X  =  o.  H  suit  de  là  que  toutes  les  dérivées  de  z  par  rapport 
à  X,  dans  lesquelles  on  fera  x=o^  se  déduisent  de  z  et  des 
m —  I  premières,  et  des  dérivées  que  donnent  ces  m  fonc- 
tions dey  par  rapport  ky.  D'ailleurs  l'équation  proposée 
iaisse  arbitraires  ces  m  fonctions ,  et  ne  détermine  que  les 
suivantes.  On  pourra  donc  effectuer  le  développement  de  z 
par  rapport  à  x  comme  il  suit  : 

1.2  1 .2. .  .m  —  I 

^^  Yj, . . .,  Y„j.i  étant  des  fonctions  entièrement  arbitraires 
^^  j.  Et  l'on  pourrait  démontrer  a  posteriori,  comme  dans 
^^  cas  des  équations  différentielles ,  que  ce  développement 
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donne  identiquement  la  même  valeur  pour  - —  que  Té- 
quation  (i)« 

225.  Si,  au  lieu  de  deux  variables  indépendantes,  on  en 
avait  un  nombre  n  quelconque,  on  pourrait  toujours  sup- 
poser la  fonction  développée  par  rapport  aux  puissances 
de  a:;  il  n'y  aurait  de  différence  quen  ce  que  Y,  Yj,..., 
Y;„_i  désigneraient  des  fonctions  arbitraires  de  toutes  les 
variables  indépendantes,  excepté  x. 

226.  Réciproquement,  on  sera  assuré  d'avoir  l'inté- 
grale générale  d'une  équation  comme  celle  que  nous  consi- 
dérons lorsque  la  fonction  qui  y  satisfait  et  ses  m  —  i  pre- 
mières dérivées  par  rapport  à  x,  dans  lesquelles  on  fera 
X  =  o,  pourront  être  égalées  à  des  fonctions  entièrement 
arbitraires  de  toutes  les  variables  indépendantes,  excepté  a: 5 
car,  puisque  l'intégrale  donnée  satisfait  à  l'équation  pro- 
posée, tous  les  termes  de  son  développement,  à  partir 
du  zi"*^,  se  déduisent  des  m  premiers,  de  la  même  manière 
que  dans  le  développement  de  l'intégrale  générale.  Or 
ces  m  premiers  sont  identiques  dans  les  deux  développe- 
ments -,  donc  tous  les  autres  le  sont,  et  la  fonction  donnée 
ne  diffère  pas  de  l'intégrale  générale. 

227.  Nous  avons  supposé  l'équation  du  m*^"**  ordre  com- 
plète; mais  il  suffit  évidemment,  pour  que  nos  raisonne- 
ments subsistent,  qu'on  puisse  la  résoudre  par  rapport  à 
un  coefficient  différentiel  de  la  fonction,  pris  par  rapport  à 
une  variable  seulement,  et  qu'il  n'entre  dans  son  expres- 
sion aucune  quantité  où  il  se  trouve  un  nombre  aussi  grand 

de  différentiations  par  rapport  à  la  même  variable.  Dansai 
le  cas  particulier  où  ces  conditions  ne  seraient  satisfaites^ 
relativement  à  aucune  des  variables,  le  développement  n^^ 
pourrait  plus  se  faire  de  la  même  manière,  et  nous  noi 
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farterions  de  l'objet  de  ce  cours  en  nous  en  occupant  d'une 
manière  générale. 

228.  Si  les  coefficients  difTérentiels  les  plus  élevés  par 
r nippon  kxetyne  sont  pas  du  même  ordre,  le  développe- 
ixient  ne  renfermera  pas  le  même  nombre  de  fonctions  ar^ 
bitraîres,  si  on  l'ordonne  successivement  par  rapport  à  des 
^variables  différentes;  mais  ces  fonctions  ne  renferment  pas 
les  mêmes  variables,  et  tous  ces  développements  sont  au 
£oiid  identiques,  puisqu'ils  représentent  tous  la  fonction  la 
lus  générale  qui  satisfasse  i  la  même  équation. 


229.  Lorsqu'il  n'entre  que  des  dérivées  prises  par  rap- 
rt  à  une  des  variables,  on  regardera  toutes  les  autres 

c^onune  des  constantes,  et  l'on  aura  à  intégrer  une  équation 
différentielle  à  deux  variables.  Les  constantes  introduites 
par  cette  intégration  seront  considérées  comme  des  fonc- 
tions arbitraires  des  variables   que  l'on  avait  regardées 
<^mme  constantes. 
Soit,  par  exemple, 

on  aura 

9  (a:,  jr)  étant  la  fonction  que  l'on  obtiendra  en  intégrant 
^  fois  F  {x^y)  par  rapport  à  a:,  et  Y, . . .,  Y^_i  étant  des 
ponctions  arbitraires  de  y. 

230.  Considérons  maintenant  l'équation 

^i  rentre  dans  le  cas  où  nous  avons  dit  qu'on  ne  pouvait 
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effectuer  le  développement  par  rapport  aux  puissances  de 
Tune  des  variables. 

Si  Ton  pose  —  =  m,  on  aura 


daf^ 

d'où 


tt  =  Y-f-T,j:-{-...-f-  Y«_,  a-"- 


Intégrant  maintenant  n  fois  par  rapport  à  y^  et  observant 
qu'à  chaque  intégration  totale  il  faut  ajouter  une  seule 
fonction  arbitraire  de  a:,  et  que  les  intégrales  de  Y,. . .,  Y,„-i 
seront  de  nouvelles  fonctions  arbitraires  de  j^,  on  aura 


=/"''-^/ 


m 


On  voit  que  ce  développement  renferme  des  fonctions  arbi- 
traires de  chacune  des  variables  séparément. 

231.  Appliquons  la  formule  de  Maclaurin  à  l'intégra- 
tion de  Téquation  très-simple 

dz  dz 

—  :=  a  —  • 
cijc  dy 

On  en  tire,  en  différentiant  par  rapport  à  x^ 

dz 
d  — 
d^z  d^z  dx  d^z 

z=z  a ::=  a  —        zzz  a} > 

dx^  dxdy  dy  dy"^ 

d^z  d^z 


dx"^  dy 


5 


d'"z  d"*z 


a'" 


dx^  dy^  ' 


■' 
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C 

■  Z^-ir  j—  «*  -+■  "VT" h.  .  .H -j-^' h.  .  .  . 

dy  dy^    1.2  dy^    1.2 m 

*r  le  second  membre  représente  le  développement  de  la 
tion  de  y  représentée  par  z^,  et  dans  laquelle  on  change 
i  ^  +  ax.  Comme  d'ailleurs  Zo  est  une  fonction  arbi- 
re  F(y  ),  on  aura,  pour  l'intégrale  cherchée, 

In  trouve  ainsi  une  fonction  arbitraire  renfermant  deux 
ables,  mais  d'une  manière  déterminée;  ce  n'est  donc 
une  fonction  arbitraire  par  rapport  aux  deux  Ta- 
ies. 

Equations  linéaires  aux  différentielles  partielles, 

32«  Lorsque  l'équation  linéaire  ne  renferme  pas  de 
le  indépendant  de  z  et  de  ses  dérivées,  il  est  facile  de 

que  la  somme  d'un  nombre  quelconque  d'idtégrales 
iculières  satisfait  encore  à  la  même  équation, 
orsque,  de  plus,  les  coefficients  sont  constants,  on  y  sa- 
it par  des  expressions  analogues  à  celles  que  l'on  a 
vées  dans  les  équations  différentielles. 
i  l'on  considère,  par  exemple,  une  équation  de  Tordre 
"enfermant  la  fonction  z  et  ses  dérivées  par  rapport  à 
t  j^,  multipliées  par  des  constantes,  on  pourra  poser 

ç^«*+«y.  l'exponentielle  disparaîtra,  ainsi  que  C,  par 
ubstitution  dans  l'équation  donnée,  et  il  restera  iine 
ation  du  /ii**'~'  degré  entre  a  et  6.  Elle  pourra  donner 
aleurs  de  S  en  fonction  de  a  ;  si  Ton  en  désigne  une  par 
),  on  aura  une  solution  de  l'équation,  en  posant 

Calc.inf,D.—  \\.  21 


32a  LIVRE    IV. 

Les  quantités  a  et  C  peuvent  changer  d'une  manière  quel- 
conque en  passant  d'un  terme  à  l'autre  de  cette  somme,  et 
le  nombre  des  termes  est  entièrement  arbitraire  5  s'il  est  in- 
fini, et  que  C  soit  fini,  on  a  une  série;  mais  si  C  est  infini- 
ment petit,  et  de  la  forme  F(a)rf«,  F  désignant  une  fonc- 
tion arbitraire,  on  a  une  intégrale  prise  par  rapport  à  a. 

La  valeur  de  z  est  alors  z  =  l  F(a) e*'"*"''^^*^rfa, et  renfer- 
mera une  fonction  arbitraire. 

233.  Lorsque  les  valeurs  de  S  sont  toutes  linéaires  par 
rapport  à  a,  c'est-à-dire  quand  on  a  6  =  aa  -H  6,  il  est  fai- 
cite  d'exprimer,  sous  forme  finie,  l'intégrale  générale  de  l'é- 
quation. 

En  effet,  une  des  valeurs  de  6  donnera  la  série 

Or,  C  etia  étant  arbitraires,  ^  Cw*  représente  une  fonction 

quelconque  de  w,  donc^Ce*^'"*"''^^  représente  une  fonc- 
tion arbitraire  de  e'+''-'',  et,  par  suite,  de  a;  H-  ay.  Si  on  Ja 
désigne  par  F{x  -h  aj-)  et  qu'on  raisonne  semblablement 
pour  les  m  valeurs  de  6,  on  aura,  en  ajoutant  ces  m  solu- 
tions, 

z  =  e^^F{x  4-  ay)  H-  e*irF,  (.r  -+-  a,/)  -f- .  . . 

Cette  expression  renferme  m  fonctions  arbitraires  telles 
que,  si  Ton  développait  par  rapport  aux  puissances  de  x, 
les  m  premiers  coefficients  pourraient  généralement  être 
égalés  à  des  fonctions  arbitraires  de  jr.  Elle  représente  donc 
l'intégrale  générale. 
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234.  Appliquons  cette  méthode  à  Técpiation  • 

—  —  a}  —  =  o, 

dx'         <r* 

pli  dëtennine  les  mouvements  vibratoires,  soit  des  cordes 
élastiques,  soit  de  l'air  dans  les  tuyaux  cylindriques,  soit 
les  verges  dans  le  sens  de  leur  longueur. 
On  posera  z  =  Ce*'"*"^^,  et  Ton  aura 

a' — a'6'=o,     d'où     a  =  ±«6;  • 

par  suite, 

L'intégrale  générale  est  donc 

z  =  F(j  -f-  ax)  -I-  F»(j^  —  ax). 

Les  fonctions  F,  Fi  se  détermineront  facilement  si  Ton 
^^Dûait  z,  ~  pour  X  =  o. 
Sment,  en  effet, 

^  fonctions  F  et  Fi  devront  satisfaire  aux  deux  condi- 


F(r)  +  F.Cr)=/(jr).    F'(7)-r.(r)=i?(r)- 

^t^grons  les  deux  membres  de  la  dernière,  et  représentons 
J    ?  (y)  ^y  P*^  ^[y)s  ï^ous  obtiendrons 

F{r)-F.W  =  i4'(r)  +  c, 

!  désignant  une  constante  arbitraire.  On  tire  de  ces  équa- 

21. 
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lions 


a 


2F.(r)=/(j)-i>l(r)~C; 


la  valeur  générale  de  z^  satisfaisant  à  touteâ  les  rnTiHîtîi 
sera  donc 


2a 


^} 


■ 
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CHAPITRE  XXI. 

INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  PARTIELLES 

LINÉAIRES, 
PAR  LE  MOYEN  DES  INTÉGRALES  DÉFINIES. 


235.  Nous  ayons  dit  tout  à  Theure  comment,  en  partant 
d'intégrales  particulières,  on  pouvait  en  obtenir  de  plus  gé- 
nérales, renfermant  des  fonctions  arbitraires,  et  exprimées 
par  des  intégrales  prises  par  rapport  à  des  variables  diffé- 
rentes de  celles  qui  entrent  dans  Téquation  proposée.  Le 
choix  que  l'on  doit  faire  pour  la  forme  des  intégrales  parti- 
culières doit  être  tel,  que  les  fonctions  arbitraires  que  Ton 
dura  introduites  puissent  se  déterminer  facilement  au 
^oyen  des  données  ^  et  ces  données  sont  ordinairement  les 
Valeurs  que  reçoivent  la  variable  principale  et  quelques- 
unes  de  ses  dérivées  par  rapport  à  une  des  variables  indé- 
pendantes, lorsque  Ton  donne  à  cette  dernière  une  valeur 
particulière. 

Considérons,  comme  premier  exemple,  Téquation 

'  dx  dy^^ 

^détermine  le  mouvement  de  la  chaleur  dans  une  baire 
prismatique,  dont  la  surface  latérale  est  imperméable. 
La  question  sera  entièrement  déterminée,  d'après  ce  que 

lions  avons  vu,  si  Ton  connaît  la  valeur  de  z  relative  à 

*=o.  Soit  donc  donné 

W  z  =  F(j)     pour     a:  =  o. 

Où  satisfera  à  l'équation  (i)  en  prenant 

Z-=z  ^'*C0S/7ÎJKi 


j 


326  LIVRE   IV»  ^ 

pourvu  que  n=  —  a}w}.  On  peut  même,  au  lieu  de  y, 
mettre  j^  —  a,  puis  multiplier  par  une  constante  arbitraire 
A,  ce  qui  donnera  la  valeur  particulière 

z  =  Ac'^*'"''cos/w(^  —  a). 

Faisons  croître  les  constantes  arbitraires  m  et  a  par  degrés 
infiniment  petits  dm^  da^  et  supposons  que  A  soit  de  la 
forme 

/"désignant  une  fonction  arbitraire-,  la  somme  d'un  nom- 
bre quelconque  de  ces  solutions  infiniment  petites  sera  en- 
core une  solution.  On  aura  donc  une  valeur  plus  générale 
de  z  en  prenant 


z 


=   /  lf{a)er''*'"*'cosm{x-^ct)dmda^ 


les  limites  des  deux  intégrales  étant  arbitraires. 
Or  cette  valeur  de  z  se  réduit,  pour  x  =  o,  à 

/(a)  cosm(x  —  a)dmda» 


fp 


Donc,  si  l'on  prend  —  oo  et  -+-  oo  pour  limites  de  ces  inté- 
grales, on  trouvera  pour  résultat  2  7r/(j^)*,  ce  qui  détermine 
f(j)'i  puîsqpie,  d'après  la  condition  donnée,  on  devra 
avoir 

27r/(/)  =  F(j). 

La  valeur  de  z,  qui  satisfait  à  l'équation  (i)  et  à  la  condi- 
tion fa),  sera  donc  ^ 


j        /        .      / 

Z 


—    I  /         F(a)e--«'"'*'cos/?i(^  —  ci)dmda, 

'^  t/  — 00    */— 00 


et  toute  valeur  de  z  qui  satisferait  à  ces  deux  équations  se- 
rait identique  avec  celle-ci,  sous  quelque  forme  qu'elle  se 
présentât.  Il  ne  reste  plus  qu'à  chercher  si  l'expression  peut 
être  simplifiée. 
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Qr  on  a  la  formule 


X 


00 


er**'*  C08  Tipu  du  =  ^^e  "*  ; 


—  00  n 

d'où  il  suit 

«/  —  00  ayx 

et,  par  suite, 

z= p— ^    I         ^    V>«v^/ F(a)rfa, 

expression  qui  ne  renferme  plus  qu'une  intégrale  définie 
simple. 
On  peut  lui  donner  une  forme  plus  commode  en  posant 


(■ 


•I SY=6^     d'où     az=xdz2,a^^, 

et 

</a  =  db  ia  ^dZ» 


Si  l'on  prend  les  signes  supérieurs,  les  limites  de  6  seront 
les  mêmes  que  celles  de  a,  et  Ton  aura 

(3)  z=  JL    r*  e-«'F(^-H2a6v^)/^6. 

Si  Ton  prenait  les  signes  inférieurs,  les  limites  seraient 
renversées,  et,  en  les  remettant  dans  le  même  ordre,  on 
trouverait  pour  valeur  de  z 

4=    r     e-^'V{y.^  ia^sJx)dZ, 

I 

cjui  ne  diflere  pas  de  la  précédente,  vu  que  6  passe  par 
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toutes  les  valeurs  positives  et  négatives,  et  que  e"***  ne 
change  pas  quand  S  change  de  signe. 

La  solution  générale  de  la  question  est  donc  donnée  par 
Téquation  (3). 

236.  Soit  maintenant 

z  étant  assujetti  à  la  condition 

(2)  z  =  Y[x)     pour    ar  =  o. 

Si  Ton  pose  z  =  e*'  m,  Féquation  (i)  donne 

du        ^d^u 

—  =  a* > 

djc  dy^ 

et  la  condition  (2)  conduit  à  la  suivante  : 

uz=iY[y)     pour     ar  =  o. 

La  détermination  de  u  se  ramène  donc  au  cas  précédeni; 
et  z  s'ensuivra. 

237.  Intégrons  maintenant  l'équation 

^  ^  dû  dx^^ 

que  nous  avons  déjà  traitée  par  une  autre  méthode,  et  qui 
se  rapporte  au  problème  des  cordes  vibrantes.  Ajoutons-y 
les  deux  conditions  suivantes,  pour  déterminer  les  fonctions 
arbitraires 

(2)  r  =  FWj 

On  satisfera  à  Féquation  (i)  en  prenant 

/rr:  AcOSa/Wf  COS/w(j:  —  a), 
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À,  wn^  a.  étant  des  constantes  arbitraires.  On  aura  une  so- 
lut^ion  plus  générale,  en  supposant  A  =  (f{a)dmda^  et 
int^^grant  par  rapport  à  a  et  m  entre  — oo  et  -f-  oo  ,  ^(a) 
désignant  une  fonction  arbitraire.  On  aura  ainsi 

/»oo       /»oo 
j=    /  I         f  (a)coSâ/7i/COsm(x — (x.)dmdoL, 

J 00    J — 00 

Celte  expression  se  réduit  à  27r(p(j:)  pour  «  =  o.  Donc,  sî 
l'on  prend  (f  (a)  =  — ^j  on  trouvera  F( or)  pour  «  =  o  ;  d'où 
1  on  voit  que  l'expression 

(4)     y  =  —    /  /        YidSco^amicosmix  —  cL)dmdoi 

•  dy 

satisfait  aux  équations  (i)  et  (2)^ mais  elle  donne  —  =  o 

pour  £  =  o,  et,  par  conséquent,  ne  satisfait  pas  à  la  condi- 
^on  (3).  Il  reste  donc  à  trouver  une  valeur  dey  qui  satis- 
fasse aux  équations  (i),  (3),  et  devienne  nulle  pour  t  =  0'^ 
^ix  l'ajoutant  à  celle  que  donne  Téquation  (3},  on  aura  une 
Valeur  dej^  qui  satisfera  à  toutes  les  conditions. 

On  remarquera  d'abord  que,  si  une  fonction^  satisfait  à 

"équation  (1),  les  fonctions  -j-'>  — f»    •••    y  satisferont 

ydt^  lorsjuc  —  est   nul  pour 

Si  donc  on  intègre  par  rapport  à  t  Texpression  (4)  et 
ÎU'on  y  remplace  la  fonction  F  (a)  par  f[oL)^  on  aura  une 
solution  de  Féquation  (i)  qui,  différentiée  par  rapport  à  f, 
s^  réduira  k  f[x)  pour  «=o,  et  qui,  de  plus,  deviendra 
^Ulle  poucyt  =  o.  On  obtient  ainsi  l'expression 

J  =  — -    I  I        f[ci)  ——-cos  m  {.T— a)  dm  dd. 
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qu'on  peut  d'ailleurs  vérifier  facilement.  La  valeur  de  j 
qui  satisfait  aux  équations  (i),  (2),  (3),  et  qui  est  la  seule 
qui  puisse  y  satisfaire,  est  donc 

[^  =  —    I  I        ¥(oL)cosamtcosm(x  —  a)dmda 

1       /•*      r°°    ^,    ,  sinamt  ,  ,  .    . 

Cherclions  maintenant  si  ces  intégrales  doubles  sont  ré- 
ductibles, et  considérons  d*abord  la  première. 
On  peut  remplacer  cos  amt  cos m[x  —  a  )  par 

cosm(jr-+-  at —  a)-f-  cos/nfo:  —  at —  a) 

2 

et  la  partie  que  nous  considérons  du  second  membre  de 
Téquation  (5)  deviendra 

I     /*°°     /** 

■j—   1  I        Y  ya)[cosm{x -{- at — a)-f-C0Sm(x — at  —  a)]dmdnt 

ou 

F(xH-  at)  -V-  Ff.r—  at 


Passons  à  la  seconde  partie,  et  remplaçons-y 

sinamt  cos  m  {x —  a) 

par 

s\n m(.T  -4-  at —  a)  —  sinmfar —  at  —  a) 

— 5  5 

elle  deviendra  alors 
__!__    r^^      r^  rsmm(a:-^af  —  a)  _  sin m f jt  -  tf /-j1  ^j. 
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Or  on  sait  <]ae,  qjEielqiie  valeur  qu'ait  /?,  l'intégrale 


r»  si 

J — 00 


m 


est  égale  à  w  lorsque  p  est  positif,  à  —  tc  lorsque  p  est  né- 
gatif. 

Donc  Texpression  (6)  sera  nulle  toutes  les  fois  que 
x-^-at  —  a  et  x  —  al  —  a  seront  de  même  signe  \  et  par 
conséquent  il  suffit  de  considérer  les  valeurs  de  oc.  qui 
donnent  à  ces  deux  quantités  des  signes  différents.  Ces 
valeurs  seront  déterminées  par  les  inégalités 

X  '\'  at  —  a  >  o,      X  —  at  —  a  <  o, 
si  t  est  positif,  et  par 

x-^  at  —  a  <  o,     X  —  at  —  a  ^  o, 
si  t  est  négatif.  Les  premières  donnent 

a >  X  —  at,     a<^x-h  at; 

les  dernières  donnent 

a'^X'h  aty     a<C,x  —  at, 

"  suffira  donc  que  l'intégration  par  rapport  à  a  soit  faite 
^*xtre  les  limites  x  —  at,  x  -h  at. 

Si  É  ^  o,  x-h  at —  a  sera  positif,  et  Ton  aura 


/_ 


^  sinm(x  -4-  at  —  a)   _ 

dm  z=:  7T  ; 


-00  ^ 


^îxpression  (6)  se  réduira  alors  à 

^"'Jx  —  at 
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Si  t<^o^  X  -+•  at  —  a  sera  négatif^  on  aura*  v 


L 


^  sinmix-hat — a)    . 

— ii/m=— iTr 


—  00  "^ 


et  l'expression  (6)  deviendra 

►j: — at 

^  I 

2( 


-      /*x — at 


ce  qui  .coïncide  avec  l'expression  (7),  qu'il  suffit  alors  de 
considérer. 

Désignons  lf{x)dx  par  ^(x),  l'expression  (7)  de- 

'viendra 

\[;  (  j?  -+-  at)  —  ^[;  f  jr  —  at) 


2a 


9 


et  la  formule  (5)  se  réduit  à  la  suivante  : 

F{x  -'-  at)-hF{j:'-^at)        ^|;(x^-a^)-~>^fx— «f) 

jr  —  -}-  • 

2  2a 

Elle  coïncide  alors  avec  celle  que  nous  avions  trouvée  pré- 
cédemment par  un  procédé  plus  simple.  Mais  nous  avons 
cru  qu'il  pouvait  être  bon  de  l'obtenir  par  cette  nouvelle 
voie,  nçn-seulement  pour  faire  une  application  de  la  mé- 
thode des  intégrales  définies,  mais  parce  que  la  réduction 
que  nous  avons  faite  des  intégrales  doubles  offre  des  parti- 
cularités qu'on  rencontre  dans  d'autres  circonstances  moins 
simples,  où  elles  pourraient  arrêter  ceux  qui  ne  seraient 
pas  encore  habitués  à  ce  genre  d'analyse. 

238.  Soit  encore  l'équation 
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tjoi  exprime  le  mouvement  vibratoire  d'une  lame  élas- 
tique. 

Ajoutons-y  les  deux  conditions 

(3)  !=/(-)  JP^"^'  =  ^' 

la  question  sera  entièrement  déterminée,  et  ne  pourra  avoir 
quWe  seule  solution. 

On  essayera  d'abord  de  satisfaire  à  l'équation  (i)  par  une 
valei^*  simple  de  la  forme 

Y  ■=.  cosm/cos/z(a;  —  a), 
2t  Ton  trouvera  qu*il  suffit  pour  cela  qu'on  ait 

^  aura  ainsi  la  valeur  particulière 

^=.  A  ces  «'/ces  «(a: —  a), 

A,  n,  a  étant  des  constantes  arbitraires. 

Supposons  encore  Â  =  (p  (a)  tfa  ^f/z ,  et  intégrant  par 
rapport  à  7i  et  a,  entre  —  oo  et  H-  oo  ,  on  aura  une  solu- 
tion plus  générale  de  l'équation  (i),  exprimée  par  la  for- 
mule 

/•oo        /»00 
y  rzz  \  I        iy(a)cos7i*^COS/ï(a? — a)dndx. 

J — 00  J — 00 

SilW  fait  t  =  o,  elle  se  réduit  à  27rf  (a:),  et,  par  consé- 
quent, on  satisferait  à  la  condition  (2)  en  prenant 

Ainsi  l'expression 

(4)  /= —    /  I        F(a)cos/i^^cOS«(a:  — a)</«£/a 

^W  «/— 00    4/— 00 
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dr 
satisfait  aux  équations  (i)  et  (2),  et  donne—  =  o  pour 

«  =  o.  Il  suffît  donc  de  trouver  une  nouvelle  valeur  de  y 
qui  satisfasse  aux  équations  (i),  (3)  et  se  réduise  à  zéro 
pour  ^  =  o  ;  en  Tajôutant  à  celle  que  donne  l'équation  (4), 
on  aura  la  solution  cherchée.  Or,  si  Ton  intègre  par  rap- 
port à  t^  entre  les  limites  zéro  et  f ,  une  valeur  de  y  satis- 

dy 
faisant  à  l'équation  (i),  et  telle  que  —  =  o  pour  f  =  o,  le- 

résultat  y  satisfera  encore.  Si  donc  on  intègre  l'expres- 
sion (4)  par  rapport  à  t^  en  remplaçant  F  par  f^  on  aur^ 
une  solution  de  l'équation  (i)  qui,  diâérentiée  par  rap— 
port  à  «,  deviendra /(:r)  pour  f  =  o,  et  satisfera,  par  con- 
séquent, à  la  condition  (3).  De  plus,  cette  valeur  de  j'  de*- 
viendra  nulle  pour  f  =  o,  puisque  l'intégrale  est  prise  à 
partir  de  t  =  o  5  donc,  en  l'ajoutant  à  celle  que  donne 
l'équation  (4)i  on  aura  la  solution  de  la  qu^estion  proposée; 
on  obtient  ainsi 

■  I     /*°°     /** 

)y^=: —    I  1        F(a)cos«'^cos/2(ar  —  a)dnd(i 

_ao       —00 

-i /  I        /(«] —cosn(x — a)anda. 

La  première  partie  de  cette  solution  peut  être  mise  sous 
une  forme  plus  simple  en  effectuant  l'intégration  par  rap- 
port à  n. 

En  effet,  nous  avons  fait  connaître  la  formula 

/        cos2'cos26zéfz  ^=r  i /-(cos6*-f- sin6'); 


X  —  a 


posant  z  zzz  n\/t^  6  = =.  »  on  conclura  de  l'équation 

2  y// 
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précédente 

cosii'/cosii(x  —  ct)dn 

-00 

=v/r,h('i;^)'*"('T^)} 

La  première  partie  de  la  valeur  de  jr^  qui  donne  la  solu* 
ticm  complète  de  la  question,  toutes  les  fois  que  Ton  doit 

«Toir  ~=zo  pour  t  =  o,  prend  ainsi  la  forme  suivante  : 

<>tt,  en  posant    "~,   =  6,  d*oà  da  =  a rfo  y^î, 

X  =  -v^    1       (cos€*-4-  sin62)  f(j:  +  26  v^F)^/^. 

239.  Nous  allons  encore  faire  connaitre  l'intégrale  d'une 
équation  qui  se  présente  souvent  dans  les  problèmes  de 
Physique  mathématique  ;  mais  il  est  nécessaire,  auparavant, 
àe  résoudre  une  question  auxiliaire  qui  consiste  à  ramener 
à  une  intégrale  simple  l'expression 

F(/cosO  -H  /72sin9cos4>  +  /tsin9sin4>)sixi9£f9^, 


F  désignant  une  fonction  entièrement  arbitraire,  l^m^n 
des  quantités  quelconques  indépendantes  de  0  et  (p,  ces  1!- 
QÛtes  o,  ir  se  rapportant  à  l'angle  0  et  o,  27r  à  l'angle  ^. 
De  sorte  que  ces  deux  angles,  considérés  comme  coordon- 
liées  polaires  relatives  à  des  axes  rectangulaires,  détermi- 
neraient successivement  toutes  les  directions  autour  de 
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rorigine.  Cela  posé,  soient 

/=  Xcosô',     m  =  Â'siiiO'cosA|/',     n  =  X'sinO'sin4''i 
d*où 

rintëgrale  deviendra 

{b)  f     f     ¥{Âcosp)miBd9d'^,  ^ 

p  désignant  l'angle  formé  par  les  deux  directions  détermi- 
nées par  les  angles  d,  ^  et  6',  ({;'.  Or  siaOdQd^  est  Télément 
de  la  surface  sphérique  décrite  de  Torigine  conune  centre 
avec  l'unité  pour  rayon;  et,  d'après  les  limites  des  inté- 
grales, on  doit  considérer  successivement  tous  les  éléments 
qui  composent  cette  surface  et  les  multiplier  par  la  fonc- 
lion  F{kcosp)  qui  dépend  de  Tangle  que  forment  les 
rayons  vecteurs  relatifs  à  ces  divers  éléments,  avec  la  direc- 
tion fixe  correspondant  aux  angles  6',  ^'  déterminés  par 
les  équations 

cos0'  = 


sinÔ'cos>I/'  = 


sinG'sini(*'  = 


s/l- 

-f-  /W^  -h  72* 

m 

s//i 

H-/n'-4-/2' 

n 

.*;. ^ 


Il  est  donc  bien  évident  que  l'intégrale  proposée  ne  dépend 
pas  de  la  direction  particulière  des  axes  \  et,  pour  simplifier 
le  calcul,  nous  choisirons  pour  axe  des  x  la  direction  fixe 
dont  il  vient  d'être  question.  Nous  aurons  alors  p=  9,  et 
l'expression  [b)  devient 


0     t/o 


cos0)sinO£/9^r|i. 
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En  intégrant  par  rapport  à  ^,  on  obtient 


/     F(i(cos9)sm&£/d, 


o 


expression  qui  devient,  en  faisant  cosO  =  u, 

de  sorte  que  Ton  a,  quelle  que  soit  la  fonction  F, 

4     i       I       F{/cosO-f-/iîsinOcos-^ -T-/ifin9sin^p)sinO£/0£/TÎ* 

Telle  est  la  transformation  que  nous  nous  proposions  de 
faire  subir  à  l'expression  (a). 

240.  Proposons-nous  maintenant  d'intégrer  Téquation 

'  ^  dt*  \€ix-    '    df'         dz'  ) 

Nous  aurons  une  intégrale  particulière  en  posant 

«,  6,  y,  5  étant  liés  par  l'équation 

J      ^  Ton  retranche  les  deux  valeurs  de  ci,  correspondant  au 
j.      double  signe  de  a,  et  qu'on  multiplie  par  un  cocûicient 

irbliraîre,  on  aura  encore  une  solution,  qui  pourra  se 

mettre  sous  la  forme  suivante  : 

Calcul  in/.  D,  —  11.  22 
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/»  4-1 

Si  maintenant  nous  transformons  l'intégrale  i         è^^'àyi 

au  moyen  de  la  formule  (c)  du  numéro  précédent,  cette 
valeur  de  u  prendra  la  forme  suivante,  M  étant  une  con- 
stante arbitraire  : 


Jr»7r   paît 
I  ^e/co8«-HrTf«8inOco84'+o«r«în»«ln^  sinOdOd'^j 

0    •/© 


ou 


Si  Ton  fait  la  somme  d'une  infinité  d'expressions  sembla- 
bles dans  lesquelles  les   constantes  6,  y,  ^,  M  pourron 
prendre  toutes  les  valeurs  que  Ton  voudra,  on  aura  enco 
une  solution  de  l'équation  (i)  ^  mais  la  somme 

peut,   en  choisissant  convenablement  les   indétcrminé^^35 
M,  6,  y,  5,  coïncider  avec  telle  fonction  qu'on  voudra  <^3e 
X  ^at  COS0,  j^4-  at  sin9  cos<{/,  z  -{-  at  sin0  sîntp.  On  aujz^-a 
donc  une  solution  de  l'équation  (i)  en  prenant 


^^)  ''=4^X"X"'^'"''''''*K 


a:  -hat  cos  0,  X  ~^'  ^^  S"ï  0  cos^^ 
z  -I-  â^^sinOsin^i 


F  désignant  une  fonction  arbitraire  de  trois  variables,  et 
le  coefficient  y—  étant  introduit  afin  que,  pour  t  =  o,  on 


trouve 

du 


.     ,    z=F(a:,  r,  z), 
dt  V    ' ^  '     ^ 

L'expression  (a)  donne  donc  une  solution  de  Téquatioi 
proposée,  telle  que,  pour  £  =  o,  elle  se  réduit  à  zéro,  tand' 
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que  sa*  dérivée  par  rapport  à  t  devient  une  fonction  arbi- 

Iraire  de  x^y.  z. 

Si  donc  nous  pouvions  trouver  une  autre  solution  de 
Téquation  (i)  telle,  que  pour  t  =  o  elle  devînt  égale  à  une 
fonction  arbitraire  de  or,  y  y  z,  tandis  que  sa  dérivée  par 
rapport  à  t  se  réduirait  à  zéro,  la  somme  de  ces  deux  solu- 
tions formerait  l'intégrale  générale  de  l'équation  proposée. 
Or  toute  expression  satisfaisant  à  l'équation  (i)  est  telle, 
que  sa  dérivée  par  rapport  à  £  y  satisfait  de  même  :  prenant 
donc  une  expression  semblable  au  second  membre  de  l'é- 
quation (2),  et  substituant  à  la  fonction  F  une  autre  fonc- 
tion arbitraire  y,  puis  diflérentiant  le  résultat  par  rapport 
à  f,  nous  aurons  cette  nouvelle  intégrale  de  l'équation  (i) 

4f«^Jo    t/o  \2  H-a^sinOsiii>p  / 

Or  il  est  facile  de  vérifier  que  cette  expression  devient 
f[x^j^  z)  quand  on  îaît  t=o\  tandis  que  sa  dérivée  par 
^^pport  à  t  devient  nulle. 
L'intégrale  générale  de  l'équation  (i)  est  donc 


j 


4«*/o    Jo  \z -l-«^sm0sm^}»  / 


.      I    rf     f    r  .    .  ,.  ,.  ^/^-ha^cosG,  ^-4-a^smGcos4», 

I^ic  dt  J^    Jo  \3 -h^^smOsm^ 


et 


î  pour  £  =  0,  on  trouve 


i 


du  -^,  y. 

-^^.  =  F(^,/,z). 

L'intégrale  est  donc  mise  sous  la  forme  la  plus  commode, 
puisque  les  fonctions  arbitraires  qu'elle  renferme  sont  pré- 
cisément celles  que  Ton  donne  dans  toutes  les  applications 


(5) 
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aux  questions  de  mouvement.  Ce  sont  celles  qui  détermi- 
nent l'état  initial  du  système,  c'est-à-dire  celui  qui  corres- 
pond au  temps  t  égal  à  zéro.  C'est  à  Poisson  qu'on  doit  la 
formule  (3),  qui  est  d'une  très-grande  utilité  dans  la  Phy- 
sique mathématique. 

241 .  L'intégrale  que  nous  venons  de  trouver  conduit  4^ 
celle  de  l'équation  la  plus  générale 

d^u  ^d^u        ,    d^u  d^u 


^^^  dt^  dx^  dy^  dz^ 

En  effet,  si  l'on  pose 

on  obtient 

d^u        d^u        d^u        d^u 

'dF^d^^'^d/'^'^  d^* 

L'intégrale  générale  de  cette  équation  sera  donnée  p^^^TJa 
formule  (3)5  et,  si  l'on  remplace  ensuite  x\  y'^  z'       p^ 

se     v     z 

-9  T'  -5  011  trouvera  facilement 
abc 


Tt     /»  27r 


X  -^  at  cosG ,  y  -\-ht  sia  ^cosf 


u=  .--  j       j        tsiïiBdBd^F 

4^c/o    Jo  \z  -h  et  smBsin^ 

I     d    C"  r^'^     .  ^fx-hatcosO,  x-h  btmïQc€}&i\ 

ri       I        tsin9dQd'^/[  I 

^  "'  Jo    Jo  \z  -h  et sin  ô  sin^I;  / 


4 

pour  t  =  o,  on  aura 

La  formule  (  5  )  donne  donc  J'intégrale  générale  de  l'éqaa-' 
tion  (4),  et  les  fonctions  arbitraires  qui  y  entrent  sontdoï^" 
nées,  comme  dans  le  cas  précédent,  par  l'état  initial  du 
système. 
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CHAPITRE  XXn. 

ÉUMINAIION  DES  FONCTIONS  ARBITRAIBES. 


242.  Si  une  équation  à  trois  variables  x,  7,  z  renferme 
un  nombre  quelconque  m  de  fonctions  arbitraires  de  x 
seulement,  il  suffira  de  la  différentier  m  fois  par  rapport 
i^9  en  considérant  x  comme  constant,  on  aura  ainsi  m-H  i 
équations  dans  lesquelles  entreront  les  m  fonctions  à  éli- 
miner, sans  qu'il  se  soit  introduit  aucune  quantité  qui  en 
dépende  :  on  pourra  donc  éliminer  toutes  ces  fonctions, 
et  Ion  aura  une  équation  aux  différentielles  partielles  du 
m'***  ordre. 

243.  Mais,  si  les  fonctions  arbitraires  renferment  x^  y 
et  z,  il  ne  suffira  plus  de  diiférentier  par  rapport  à  uni; 
seule  variable^  et,  pour  que  Félimination  puisse  se  faire,  il 
faut  de  plus  que  Ton  n'ait  que  des  fonctions  arbitraires  do 
fonctions  déterminées  de  x,^,  z. 

Supposons,  par  exemple,  l'équation 

7  étant  une  fonction  connue  de  ar,^,  z,  ct^déâignant  une 
fonction  arbitraire. 

En  différentiant  l'équation  par  rapport  kx^Xy  succDi^ 

siTement,  on  obtient,  en  posant  —  =  p,  — *  =  .q^ 

dx  "^  dz^'^  df  d^  Kdx"^  iiz^)       ®' 

dl       dY  dYdfldm       d^    \ 

dJ-^Tz'^'^'^Tfidj^'-JzV       '" 
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tîf 

On  a  ainsi  trois  équations  renfermant  f  çX--r-*  En  les  éli- 
minant, on  aura  une  équatioii  aux  différentielles  partielles 
du  premier  ordre. 

Si  l'équation  (i)  avait  été  résolue  par  rapport  à/,  on 

n'aurait  eu  à  éliminer  que  -r-  entre  les  deux  équations 
dérivées. 

244.  Si  l'équation  donnée  renfermait  deux  fonctions 
arbitraires/  (ç),  f^  (y j)  de  fonctions  données  y,  cpi,  les  deux 

df     df 

difTérentiations   du  premier  ordre  introduiraient  -r'  -7^» 

*  df    dfi 

et  les  trois  équations  ne  suffiraient  pas  pour  l'élimination 
de  ces  deux  fonctions,  jointes  kfetfi. 

On  diâérentiera  alors  les  équations  du  premier  ordre 
par  rapport  à  a:  et  j^  successivement,  et  Ton  aura  trois  nou- 
velles équations,  et  deux  fonctions  nouvelles  à  éliminer, 

d'f  d^f 
savoir  -—  j  —^ .  On  a  donc  six  équations  et  six  quantités  à 

éliminer^  ce  qui  ne  peut  encore  se  faire. 

En  différentiant  les  équations  du  second  ordre,  on  in- 

d^f    d^f 
troduira    -— v?  --^j    et  Ton   obtiendra  cruatre   nouvelles 

équations.  Entre  trois  de  ces  dernières  et  les  six  précé- 
dentes on  éliminera  les  deux  fonctions  f^  fi  et  leurs  déri- 
vées jusqu'au  troisième  ordre  ^  on  aura  ainsi  une  équation 
aux  différentielles  partielles  du  troisième  ordre,  dans  la- 
quelle il  ne  restera  aucune  trace  des  fonctions  /  et /i ,  et 
qui  exprimera  un  caractère  commun  à  toutes  les  équa- 
tions qui  ne  différeraient  de  la  proposée  que  par  la  nature 
de  ces  fonctions. 

245.  En  général,  si  une  équation  à  trois  variables  ren- 
ferme n  fonctions  arbitraires  de  fonctions  déterminées  de 
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^îJKi  ^'i  ^^  1*  dîiFérentîant  successivement  par  rapport 
à  a:  et^  jusqu'à  Tordre  m  iuclusiYcment,  on  obtiendra  un 

nombre :  d  équations,  et  (m-f- 1)  n  fonctions 

â  éliminer.  Pour  que  cela  puisse  se  faire,  il  faudra,  en  gé- 
néral, que  l'on  ait 

'^  n,     ou     m  ^2/1  —  2. 

2  ^ 

L'ordre  de  l'équation  aux  différentielles  partielles  sera  donc 
an  —  I. 

On  agirait  d'une  manière  analogue  si  le  nombre  des  va- 
riables était  supérieur  à  trois. 

246.  Si  les  fonctions  /",  /t»  •  •  •  n'avaient  pas  renfermé 
^j  j^,  z  d'une  manière  déterminée  par  les  fonctions  con- 
nues y,  fi, . . . ,  on  n'aurait  pu  les  éliminer. 

Si,  par  exemple,  une  équation  à  trois  variables  renfer- 
tiiait  une  fonction  f  entièrement  arbitraire  de  x  et  j^  on 
Uitroduirait ,  pour  chaque  ordre  de  différentiatîon,  autant 
tle  fonctions  à  éliminer  que  d'équations  :  l'élimination  serait 
donc  impossible. 

Mais  si  l'équation  proposée  renfermait  quatre  variables  x, 
y,  z^  u,  en  la  différentiant  par  rapport  à  z  seulement,  on 
n'introduirait  aucune  nouvelle  fonction  ;  et,  par  conséquent, 
on  pourrait  éliminer  autant  de  fonctions  arbitraires  de  x 
eijr  que  l'on  voudrait^  de  même  que,  en  partant  d'une  équa- 
tion en  X,  jr^  z,  nous  avons  vu  qu'on  pouvait  éliminer  des 
fonctions  arbitraires  de  x. 


— .^«««^ 
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CHAPITRE  XXIII. 

INTÉGRATION  GÉNÉRALE  DE  L'ÉQUATION  OU  LES 

DIFFÉRENTIELLES  PARTIELLES  N'ENTRENT 

QD  AU  PREMIER  DEGRÉ  ET  AU  PREMIER  ORDRE. 


247.  Proposons-nous  de  trouver  Tîntëgrale  générale  d'une 
équation  entre  des  variables  indépendantes  en  nombre 
quelconque,  une  lonction  de  ces  variables  et  ses  dérivée» 
partielles,  qui  y  entrent  linéairement.  Considérons,  par 
exemple,  une  fonction  u  des  trois  variables  indépendantes 
X,  7^,  z.  L'équation  donnée  sera  de  la  forme 

P,  Q,  R,  S  étant  des  fonctions  quelconques  de  a:,  y^  z,  u. 
S'il  y  a  une  solution  de  cette  équation,  comme  nous  le 
savons  d'ailleurs,  elle  peut  se  mettre  sous  la  forme 
<p(j:,  j^,  z,  u)  ==  c,  en  exceptant  celles  qui  n'auraient  pas 
au  moins  une  constante  arbitraire;, et  l'on  peut  introduire 
la  fonction  <f  au  lieu  de  m,  ce  qui  donnera  à  l'équation  une 
forme  symétrique  qui  nous  sera  très-avantageuse.  On  aura, 
en  effet, 

dtf                         dff  d^ 

du             dx  du             dy  du             dz 

dx             d(f  dy            dff  dz             d<f 

du                        du  du 

et  réquation  proposée  devient 
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Ainsi,  (f  =  c  représentant  une  solution  de  la  question,  la 
fonction  cp  des  quatre  variables  x^  y^  r,  u  doit  satisfaire 
à  cette  équation,  u  désignant  la  fonction  de  x,  r,  z  que 
Ton  tirerait  de  l'équation  9=0.  Or  nous  avons  démon- 
tré (h**  161)  que,  si  Ton  représente  par  ^[x^y^  z^  u)  =  c' 
une  quelconque  des  trois  intégrales  des  équations  simul- 
tanées 

dy dz  du 

dx  ^      dx  ^      dz 

OÙ  A,  B,  C  représentent  des  fonctions  données  de  a:,  j", 
^9  II,  on  aura,  quels  que  soient  x,  y^  z^  u, 

dx  dy  dz  du  ^ 

donc  la  fonction  vp  serait  une  solution  de  Téquation  (2), 
^^  «î  y^t  z^  u  seraient  considérées  comme  indépendantes,  si 
l'on  prenait 

p»  p'  p' 

C  cst-à-dire  si  <|/  était  le  premier  membre  d'une  des  inté- 
grales, résolues  par  rapport  aux  constantes,  du  système 


dx 

Q 

dz 
dx 

R 

du 
dx  ~ 

S 
p' 

«pion 

peut 

écrire 

SOUS 

la  forme  abrégée 

(î) 

dx 
P 

Q 

dz 
R  ~ 

du 

s 

Ainsi  \|/(j:,  y^  z,  u)  =  C  satisfait  à  l'équation  proposée; 
car  si  Ton  en  tire  les  dérivées  partielles  de  u,  qui  seront 


d^ 

d^ 

d^ 

du             dx 

du            dy 

du 

dz 

dx'^       ^+' 

dy"       d^' 

dz 

d\' 

du 

du 

du 

346  LIYRB    IV. 

et  qu'on  les  porte  dans  (i),  on  aura  pour  résultat 

dx  dy  dz  du 

équation  qui  est  identique  en x,  y^z^u^  et,  par  conséquent, 

aussi  quand  on  mettra  pour  u  sa  valeur  en  x^y^  z  tirée  de 

^  {^tj')  z^u)  =  Ct,  Cette  dernière  équation  donne  donc  une 

solution  de  (i). 

On  peut  même  remarquer  qu'une  fonction  arbitraire 

F(^p)  de  la  fonction  ^  satisferait  encore  à  Féquation  (a), 

puisque  sa  substitution  ne  ferait  qu'introduire  de  plus  le 

^  dY 

tacteur  —;-• 

Si  donc  on  représente  les  intégrales  des  équations  (3) 
par 

on  aura  des  solutions  de  l'équation  (2)  en  prenant  une 
fonction  arbitraire,  soit  de  v{/,  soit  de  ^1  ou  ^^,  Mais  il  est 
facile  de  voir  qu'il  en  serait  encore  de  même  si  l'on  prenait 
une  fonction  arbitraire  des  trois,  F  (vj/,  ^1,  ^pj). 

Car  la  substitution  d'une  pareille  fonction  au  lieu  de  (f 
dans  l'équation  (2)  donnerait  la  somme  des  résultats  que 
fourniraient  séparément  ^j^ ,  vj^i ,  vj^s ,  pourvu  qu*on  multi- 

pliât  le  premier  par  —  j  le  deuxième  par  -rr-?  et  le  troisième 

par  --«.On  aura  donc  une  solution  de  Téquation  (2)  ou 

de  la  proposée  en  posant  F  (^,  ^j^i,  ^i)  =  0,  ou,  ce  qui  est 
la  même  chose, 

(4)  ^,=/(,p,^,). 

F  et  y  représentant  des  fonctions  complètement  ai'bitraires. 
Il  reste  à  démontrer  que  c'est  là  l'intégrale  générale;  oUi 
en  d'autres  termes,  qu'en  donnant  à  x  une  valeur  particu- 
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lère,  zéro  par  exemple,  on  peut  déterminer  la  fonction  f  de 
oaniére  que  u  soit  une  fonction  arbitraire  A.e  y  et  z. 

Soit  xdf'i  ^)  ^^"*®  fonction  choisie  arbitrairement;  cher- 
ihons  si  l'on  peut  déterminer /de  manière  que  Téquation 

(5)       +»(o,  7,  z,  u)  =/[,Ko,  j,  z,  u),     ^,  (o,  r,  z,  «)] 

Mnt  satisfaite,  quels  que  soient  j^  et  z,  lorsqu'on  remplace  u 
P"X(/î  ^)-  P^^"^  c^l^j  posons 

(6)    4»(o,j^,  z,  ifjr^i',    +1(0,  r»  ^»  «)  =  «'»    x(r>*)="> 

et  introduisons  les  variables  indépendantes  ^  et  (v  au  lieu 
dej,  z',  l'équation  (5)  devra  avoir  lieu  quels  que  soient 
J'etflp,  quand  on  y  aura  fait  les  substitutions  fournies  par 
les  équations  (6),  qui  donnent  pour  u^j^  z  des  fonctions 
Gonnues  de  i^,  w.  Représentant  par  xs{y^w)  la  fonction 
connue  à  laquelle  se  réduit  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (5),  on  aura  alors  à  satisfaire,  quels  que  soient  v  et  (V, 
i  l'équation 

ceqpi  détermine  la  forme  de  la  fonction /. 

De  quelque  manière,  au  reste,  qu'on  élimine  w,  j^,  z, 
on  obtiendra  une  équation  qui  renfermera  la  fonction  j 
et  la  déterminera.  L'équation  (4)  est  donc  l'intégrale  gé- 
nérale de  l'équation  (i),  puisqu'elle  y  satisfait  et  que,  pour 
*==  o,  elle  donne  pour  u  une  fonction  arbitraire  de  j*  et  z. 
D  est  même  à  remarquer  que  l'équation  (4)  satisfait,  quelles 
^e  soient  les  valeurs  des  quatre  variables  x^y^  z,  u. 

Cette  méthode,  due  à  M.  Jacobi,  et  que  nous  avons  ex- 
posée sur  une  équation  entre  quatre  variables,  s'applique 
évidemment  quel  qu'en  soit  le  nombre,  et  il  serait  superflu 
le  rien  ajouter  à  cet  égard.  Il  ne  nous  reste  qu'à  en  faire 
[oelques  applications. 
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Intégration  des  équations  aux  différentielles  partielles 
du  premier  ordre,  qui  représentent  des  surfaces  cjrUn- 
driquesy  des  surfaces  coniques,  des  conoïdes  et  des 
surfaces  de  résolution, 

248.  Nous  commencerons  par  rappeler  les  équations 
finies  et  les  équations  différentielles  de  ces  surfaces. 

Equations  finies  de  ces  surfaces.  —  Une  surface  cylin- 
drique est  celle  qu'engendre  une  droite  qui  se  meut  paral- 
lèlement à  une  direction  fixe,  en  s'appuyant  constamment 
sur  une  ligne  donnée,  qui  est  nommée  directrice. 

Soient 

F(x,7,  a)=:0,     F,  (ar,  jr,  js)  =  o 

les  équations  de  la  directrice,  et 

celles  d'une  génératrice  quelconque,  aetb  étant  constants, 
et  a,  S  variant  d'une  génératrice  à  une  autre.  La  condition 
de  la  rencontre  de  cette  génératrice  et  de  la  directrice  s'ob- 
tiendra en  éliminant  a:,  j",  z  entre  leurs  équations^  d'où  ré- 
sultera une  équation 

<p(a,  6)=:0. 

On  aura  donc  l'équation  du  lieu  des  génératrices  en  élimi- 
nant a,  6  entre  cette  équation  et  celles  de  la  génératrice  \  ce 
qui  donne ,  pour  l'équation  générale  des  surfaces  cylindri- 
ques, o  pouvant  désigner  une  fonction  quelconque, 

ç  ( j?  —  az,  y  —  bz)  =  o, 

OU,  en  la  résolvant  par  rapport  k  x  —  az^ 

x  —  azz=^f[y  —  bz). 

On  peut  d'ailleurs  vérifier  que,  quelle  que  soit  la  fonction/, 
cette  équation  représente  une  surface  cylindrique. 
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249.  Une  surface  conique  est  celle  qu'engendre  une 
droite  qui  passe  par  un  point  fixe  et  s'appuie  sur  une 
ligne  donnée. 

Soient 

les  équations  de  cette  directrice,  et  a,  S,  7  les  coordonnées 
da  point  fixe;  les  équations  d'une  génératrice  quelconque 
seront 

û  et  i  variant  d'une  génératrice  à  l'autre.  Pour  que  la  di- 
i^trice  soit  toujours  rencontrée  par  la  génératrice,  il  faut 
^e  ces  quatre  équations  aient  lieu  en  même  temps  ;  d'où 
Insulte,  en  éliminant  x^  y^  z,  l'équation  de  condition 

ff{a,  b]  =  o. 

L'équation  du  lieu  des  génératrices  s'obtiendra  en  éli- 
i&inant  aet  b  entre  cette  équation  et  les  deux  précédentes, 
Ce  qui  donne,  pour  l'équation  générale  des  surfaces  co- 
liques, 

(X  —  a        r  —  6\  

OU 


a: 

z 


et  l'on  vérifierait  encore  que,  quelle  que  soit  la  fonction  y, 
cette  équation  représente  une  surface  conique. 

250.  Un  conoïde  est  la  surface  engendrée  par  une  droite 
qui  se  meut  parallèlement  à  un  plan  fixe,  et  qui  rencontre 
constamment  une  droite  et  une  courbe  données.  Prenons 
la  droite  donnée  pour  axe  des  z,  et  le  plan  fixe  pour  plan 
des  X  ex  j^  et  soient 

F  [x,  X,  z)  z=  o,     F,  {x,  x,z)=.o 
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les  ëqaations  de  la  coui'be  donnée;  celles  de  la  génératrice 
seront  de  la  forme 

z=:aj     y  =  bx. 

Éliminant  a:,  j^  z  entre  ces  quatre  équations ,  on  aura 
une  équation  entre  a  et  è,  qui  exprimera  la  dernière  condi- 
tion à  laquelle  la  gÀiératrice  doit  satisfaire.  Soit  A==:(f(i) 
cette  équation,  on  aura  celle  de  la  surface  cherchée,  en 
éliminant  a  et  &  entre  elle  et  les  équations  de  la  généra- 
trice. 

On  trouve  ainsi 


='© 


La  fonction  cp  est  arbitraire,  puisque  F,  Fi  désignent  des 
fonctions  quelconques.  D'ailleurs  on  vérifie  facilement  que, 
quelle  que  soit  cette  fonction  y,  l'équation  précédente  est 
celle  d'un  conoïde. 

251.  Une  surface  de  révolution  est  celle  qu'engendre 
une  ligne  quelconque  qui  tourne  autour  d'un  axe  fixe,  en 
conservant  avec  lui  la  même  position  relative  :  de  sorte  que, 
dans  ce  mouvement,  chaque  point  décrit  un  cercle  dont  le 
centre  est  sur  l'axe,  et  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à 
cet  axe. 

Prenons  l'origine  en  un  point  a,  6,  y  de  l'axe,  et  soient 

F  (^1  r»  «)  =  o,     F,  (x,  7,  z)  m  o 

les  équations  de  la  génératrice  dans  une  de  ses  positions*, 
celles  de  l'axe  seront  de  la  forme 

Un  quelconque  des  cercles  de  la  surface  aura  pour  équa- 
tions 

(x  —  a)'  -4-  (r  —  6)'  -t-  {z  —  yY  =  ^\     z-hax-hbjzzz  C. 
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Pour  qu'il  y  ail  un  point  commun  avec  la  courbe  généra- 
trice, il  faudra  que  R  et  C  satisfassent  à  Téquation  qu'on 
obtiendra  en  éliminant  x^j^  z  entre  les  quatre  équations 
de  ces  lignes.  Soit  cette  équation  de  condition 

y(R«,  C)  =  o, 

on  aura  celle  du  lieu  des  cercles  ou  de  la  surface  de  révo- 
lution, en  éliminant  R  et  C  entre  cette  équation  et  celle 
d'un  quelconque  des  cercles  \  on  trouve  ainsi 

?[(*  —  *)*  -*-  {y  —  ^)'  -^  (=  —  7)"'  s  -4-  û Jr  -f-  6j]  =  o, 

ou 

équation  générale  des  surfaces  de  révolution. 

252.  Leurs  équations  aux  dijjérentielles  partielles,  — 
Les  surfaces  cylindriques  jouissent  exclusivement  de  cette 
fropriété,  qu'en  chacun  de  leurs  points  le  plan  tangent  est 
parallèle  à  une  droite  fixe,  dont  la  direction  est  celle  des 
génératrices. 

Soient  x  =  az^  y  =  bz  les  équations  qui  déterminent 
cette  direction,  et^  =  F(a:,j^)  Téquation  d'une  surface. 
Son  plan  tangent  au  point  ( x',  j  ',  z')  aura  pour  équation 

Pour  qu'il  soit  parallèle  à  la  droite  donnée,  quel  que  soit 
^  point  de  contact,  il  faudra  qu'on  ait 

dz'        ,  dz' 

l'équation  générale  des  surfaces  cylindriques  est  donc 

dz       -  dz 

a -7-  H-  t  -r-  =  I . 

dx  dy 

^3.  La  propriété  caractéristique  des  surlaccs  coniques 
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est  que  leur  plan  tangent  en  un  pdint  quelconque  pass 
par  un  point  fixe.  Soient  a,  6,  y  les  coordonnées  de  € 
point  ^  l'équation  générale  du  plan  tangent  à  une  surfac 
étant 

le  plan  tangent  passera  constanunent  par  le  point  fixe,  - 
l'on  a,  pour  tous  les  points  de  la  surface, 

l'équation  générale  des  surfaces  coniques  est  donc 

254.  Le  plan  tangent  à  un  conoïde  devant  contenir  la 
génératrice  menée  au  point  de  contact  coupera  Taxe  des  i 
en  un  point  dont  le  z  sera  égal  à  celui  du  point  de  contact, 
si  Ton  suppose  les  axes  choisis  comme  précédemment. 
L'équation  du  plan  tangent 

devra  donc  être  satisfaite  par  j:  =  o,  j^  =  o,  -z  =  z'  ;  ce  qui 
donne,  pour  tout  point  de  la  surface, 

w 

,  dz'  ,dz' 

L'équation  générale  de  tous  les  conoïdes,  quelle  que  soit 
la  courbe  directrice,  est  donc 

dz  dz 

dx  dy 

.  Les  surfaces  de  révolution  ont  pour  propriété  ca- 
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ractéristiqae,  que  la  iKK'male  menée  -en  un  quelconque  de 
lenrs  points  rencontre  leur  axe. 
Soient 

jr  r=  flz  H-  a,     jr  zn  6  a  -h  6 

les  équations  de  l'axe.  Une  normale  à  une  surface  quel* 
conque  a  pour  é<{uations 

*--^-+-  ^(3— zjzno,     ^  — y-4-^.>— z')  =  0; 

pour  qu'elle  rencontre  l'axe,  il  faudra  que  Ton  ait  la  con- 
dition 

dz  dz 

dz'  ilz 

En  réduisant  cette  équation,  et  supprimant  les  accents, 
un  aura  l'équation  générale  des  surfaces  de  révolution,  qui 

sera 

(y^hz  —  €)  -r [x — az  —  ol)—-  r=Lh[x  —  a)  —  ^I'^  —  Ç). 

On  aurait  pu  déduire  ces  diverses  équations  différen- 
tielles des  équations  en  quantités  6nies,  en  éliminant  la 
'onction  arbitraire. 

Nous  allons  voir  réciproquement  comment  on  peut  re- 
passer des  équations  différentielles  aux  équations  en  quan- 
tités unies. 

256.  Intégration  dch  équations  de  ces  surfaces,  Surjaces 
cylindriques.  -^  L'équation  diilérentieile  des  surfaces  cy- 
lindriques est,  en  posant  -^=.p^  —  ^^  q^ 

j 

ap  -^  bq  =zi^ 

D'après  la  théorie  des  équations  aux  difft'rcntielles  par* 

Calctd  inf.  D.  —  II.  23 
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tielles  du  premier  ordre,  on  posera  les  deux  équations  si- 
multanées 

dx dy 

dont  les  intégrales  sont  x  —  az  =  C,  j^  —  i-z  =  C,;  d'où 
il  résulte  que  l'intégrale  de  Féquatiôn  proposée  est 

X  —  az  =  F(j^  —  èz), 
ou 

X  —  flz  rn:  F|  {^ay  —  fex), 

F  désignant  une  fonction  arbitraire,  qui  se  déterminera 
par  une  condition  particulière.  Supposons  d'abord  que  la 
surface  cylindrique  soit  assujettie  à  passer  par  une  courbe 
donnée,  ayant  pour  équations 

/(x,  y,  z)  =  o,    /,  {x,  y,  z)  m  o  ; 

pour  qu'il  soit  plus  facile  de  déterminer  la  forme  de  1» 
fonction  F,  nous  représenterons  par  une  seule  lettre  k 
quantité  qui  s'y  trouve  soumise.  Soit  donc 

jr  —  bzT=z  u; 

nous  remplacerons  partout  j^  par  bz  -hu  :  l'équation  delà 
surface  deviendra 

X —  az  z:r-F{u), 

et  celles  de  la  courbe  se  changeront  en 

f{x,  bz  -4-  w,  z)  =  o,     /. (^,  bz  -\-u,z)z=  o, 

et  il  faudra  que  ces  trois  équations  soient  satisfaites  pai^ 
une  infinité  de  valeurs  de  x^  z^  u.  Si  donc  on  élimine  :^ 
et  z  entre  elles,  l'équation  en  u  devra  être  satisfaite,  que* 
que  soit  z,  ou,  en  d'autres  termes,  elle  devra  être  idea.-^ 
tique.  On  en  déduira  donc  la  forme  de  la  fonction  F,  e^ci 
tirant  de  cette  équation  la  valeur  de  F(u).  L'équation  A^ 
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i  surface 

X  —  flz  =  F(  j  —  hz) 

era  donc  entièrement  déterminée. 

On  peut,  du  reste,  se  dispenser  de  résoudre,  par  rapport 
i  F,  l'équation  résultant  de  l'élimination  \  car  soit 

ç[a,  F{tt)]  =  o 

«tte  équation^  en  y  remplaçant  u  par  y  —  hz  et  F(«} 
MTx — az,  on  aura,  pour  l'équation  de  la  surface  pro- 

»osée. 

Si  la  surface  cylindrique  était  assujettie  à  être  circoii- 
crite  à  une  surface  donnée,  on  commencerait  par  déter- 
DÎner  les  points  de  cette  surface  pour  lesquels  le  plan 
angent  est  parallèle  à  la  direction  donnée  des  généra- 
rices;  et  il  suffira,  pour  cela,  d'exprimer  qu'ils  satisfont 
i l'équation  difiérentielle  de  la  surface  cylindrique.  Oïlte 
igné  étant  déterminée,  le  problème  rentre  dans  le  préeé- 
leat. 

SS7.  Surfaces  coniques.  —  Leur  équation  différentielle 
est 

'(4:  —  a)/>  -f-  (^  —  6)  ^  =  «  -  '/• 

On  intégrera  d'abord  les  équations 

àx  dy  dz 


X  —  a       y  —  6        z —  7 
^  cpi  conduit  à 

z  —  7  Z  —  7 

etiint^ale  de  l'équation  proposée  sera 


—  7  \Z'      7/ 

f  désignant  une  fonction  arbitraire. 


X 

z 


%3* 
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Supposons,  pour  la  déterminer,  que  la  surface  soit  assu- 
jettie à  passer  par  une  courbe  dont  les  équations  données 
soient 

on  posera 

:; =  '** 

z  —  y 

les  équations  de  la  surface  et  de  la  ligne  donnée  devien- 
dront 

^l£l-  =/(w),        F[x,  6  -h  («  —  7)  W,  z]  rr:  O, 

F,[ar,  «-^(«— 7)1/,  z]z=o. 

Ces  trois  équations  devant  avoir  une  infinité  de  sola- 
tions  communes,  si  Ton  élimine  x  et  z,  l'équation  finale 
en  u  devra  être  identique,  et  la  valeur  que  Ton  en  tirera 
poury*(M)  déterminera  la  forme  de  la  fonction  arbitraire. 

Si  la  surface  conique  était  assujettie  à  être  circonscrite  à 
une  surface  donnée,  on  chercherait  d'abord  le  lieu  des 
points  de  cette  surface  qui  satisfont  à  Téquation  diflFéren- 
tielle  de  la  surface  conique  :  le  problème  rentrerait  alors 
dans  celui  que  nous  venons  de  résoudre. 

258.   Conoïdes.  —  L'équation  générale  des  conoïdesest 

px-\-qx=iO. 

Les  équations  simultanées  qu'il  faut  intégrer  sont  donc 


djn        dy 

dx 

dz 

*/ 

et 

-        ? 

ou 

dz 

X          y 

X 

0 

o. 


On  en  tire  zz:=za^  y  =  bx^  a  elb  étant  les  constantes  arbi- 
traires. L'intégrale  générale  sera  donc 


='(?) 


cf  désignant  une  fonction  arbitraire. 
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Si  l'on  veut  déterminer  cette  fcmction  par  la  condition 
que  la  surface  contienne  une  courbe  ayant  pour  équa- 
tions 

T{X,  X,  Z)  rrr  O,       F,  >,  J,  z)  =  O, 

on  posera  -  =  u ,  et  l'on  remplacera  j-  par  ux  dans  les 

trois  équations  qui  devront  admettre  une  infinité  de  solu- 
tions communes. 
On  aura  ainsi 

Si  Ton  élimine  x  et  z,  l'équation  identique  en  u  qui  en 
résultera  fera  connaître  la  forme  de  la  fonction  cherchée 

On  agirait  comme  dans  les  deux  cas  précédents,  si  le  co- 
noïde  devait  être  circonscrit  à  une  surface  donnée. 

ÎS9.  Surfaces  de  révolution.  —  L'équation  différen- 
tielle de  ces  surfaces  est,  en  prenant  l'origine  en  un  point 
de  Taxe, 

(y  —  ^^)p  —  (x  —  ^^)q  ^=^bx  —  ay. 
n  faudra  d'abord  intégrer  les  équations  simultanées 

dx  —  dr  dz 

y — hz       X  —  az        bx  —  ay 

OU 

( hx  —  ay')dxz-z  'y  —  hz)dz^ 
—  \J}x —  tiy)dy  =:  'x  '■'  az)dz. 

Si  Ton  multiplie  la  première  par  a^  la  seconde  par  h^  Pt 
Çt'onles  retranche,  on  trouve,  en  divisant  par  bx--aj^ 

adx  -r  bdy  --  —  dz, 

d'où 

z     -  ax  —  hy  -—z  c. 
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Si  maintenant  on  maltiplie  la  première  par  x^  la  seconde 
par  jr,  et  qu'on  les  retranche,  on  trouvera 

X  dx  -{-  y  dy  -\-  z  dz  =:z  O^ 
d*où 

X*  -h  J^*  -t-  z'  =  c,  ; 

l'intégrale  de  l'équation  proposée  est  donc 

Déterminons  la  fonction  arbitraire  par  la  condition  q^^e 
la  surface  contienne  la  courbe  ayant  pour  équations 

F(-*^,  r,  z)-=zo,     F,(x,  j,  z)-=o\ 
pour  cela,  nous  poserons  encore 

z  -t-  ax  H-  by  =  u, 

et  nous  éliminerons,  comme  dans  les  questions  précédentes, 
a:,j^,  z  entre  cette  équation,  celle  de  la  surface  et  celles 
de  la  courbe  donnée^  l'équation  finale  en  u  devra  être 
identique,  et  déterminera  ainsi  la  ionctiony*(ii). 

On  agirait  comme  dans  les  cas  précédents,  si  l'on  deman- 
dait que  la  surface  de  révolution  fut  circonscrite  à  une  sa^ 
face  donnée. 
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CHAPITRE  XXIV. 

CALCUL  DES  VARIATIONS. 


260.  Le  calcul  des  Tariations  a  été  conça  par  Lagrange 
oiir  la  résolution  d'une  nouTcIle  espèce  de  questions  sur 
îs  maxima  et  minima. 

Dans  les  questions  ordinaires,  on  donne  la  forme  d'une 
xpression  qui  renferme  une  ou  plusieurs  quantités  incon- 
ues,  et  Ton  cherche  les  valeurs  maxima  de  cette  exprès- 
ion,  ainsi  que  les  valeurs  particulières  des  inconnues  qui 

correspondent. 

Dans  ces  nouvelles  questions,  on  donne  l'expression 
i'une  différentielle  qui  renferme  des  fonctions  inconnues 
e  X,  ainsi  que  leurs  dérivées  d'un  ordre  quelconque  par 
apport  à  or,  et  l'on  se  propose  de  déterminer  ces  fonctions 
le  telle  sorte  que  l'intégrale,  prise  entre  certaines  limites, 
it  une  valeur  maximum  ou  minimum. 

Ainsi  la  différence  que  l'on  aperçoit  d'abord  entre  ces 
[uestions  et  les  autres  questions  de  maxima  ou  minima 
consiste  en  ce  que  les  inconnues  ne  sont  pas  des  valeurs  dé- 
erminées,  mais  des  fonctions  de  la  variable  par  rapport  à 
aquelle  l'intégration  doit  être  effectuée. 

261 .  La  marche  à  suivre  pour  résoudre  ces  sortes  de 
]iiestions  est  la  même  que  pour  les  autres.  On  suppose  que 
L  on  connaisse  les  fonctions  cherchées  ;  on  les  fait  varier 
infiniment  peu,  en  satisfaisant  à  toutes  les  conditions;  et 
1  on  exprime  que,  dans  tous  les  cas,  la  valeur  de  Tintégralc 
diminue,  si  elle  doit  être  maximum,  ou  qu'elle  augmente, 
SI  elle  doit  être  minimum. 
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n  faut  donc  commencer  par  donner  les  règles  générales 
au  moyen  desquelles  on  peut  déterminer  T accroissement 
infiniment  petit  des  intégrales,  et  d'abord  des  quantités  qui 
peuvent  entrer  sous  le  signe  de  l'intégration  ^  mais,  avant 
de  nous  en  occuper,  nous  allons  éclaircir  ce  qui  précède 
par  la  considération  d'une  question  particulière. 

262.  Etant  donnés  deux  points  fixes  et  une  droite 
située  dans  le  niéme  plan,  quelle  est  la  courbe  passant  par 
ces  deux  points  qui,  tournant  autour  de  la  droite  fixe,  en- 
gendre une  surface  minimum,  ? 

Si  Ton  prend  cette  droite  pour  axe  des  ar,  qu'on  partage 
en  une  infinité  de  parties  la  distance  des  projections  des 
deux  points,  et  que  par  les  points  de  division  on  mène  des 
plans  perpendiculaires  à  l'axe,  la  surface  engendrée  sera 
décomposée  en  une  infinité  d'éléments,  ayant  pour  ex- 
pression géliérale  iityds^  et  correspondant  à  toutes  les  va- 
leurs de  X  comprises  entre  les  limites  données  Xj ,  X}.  0 

faudra  donc  que  l'intégrale  /  yds  augmente  en  passant 
de  la  courbe  cherchée  à  toute  autre  voisine.  Et  dans  l'inté- 
grale /      y'ds%  qui  se  rapporte  à  une  quelconque  d'entre 

elles,  les  éléments  y  ds^  peuvent  se  rapporter  à  des  points 
de  division  de  l'axe  qui  ne  soient  pas  les  mêmes  qiie  pour 
la  première-,  il  suffit  que  les  limites  soient  les  mêmes.  De 
sorte  que,  si  l'on  voulait  comparer  les  deux  intégrales  élé- 
ment par  élément,  il  suffirait  d'en  mettre  le  même  nombre 
de  part  et  d^autre,  et  l'on  pourrait  établir  telle  loi  que  Ton 
voudrait  entre  les  abscisses  de  deux  éléments  correspon- 
dants •,  mais  il  sera  avantageux  de  les  supposer  infiniment 
peu  différentes  l'une  de  l'autre. 

Les  limites  j^i,  x^  pourraient  être  inconnues,  mais  assu- 
jetties à  certaines  conditions.  On  pourrait,  par  exemple,  de- 
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mander  quelle  est  la  courbe  qui,  ayant  ses  extrémités  sur 
deux  courbes  données,  et  tournant  autour  d'une  droite  si- 
tuée dans  le  même  plan,  engendre  une  surface  minimum. 
Dans  ce  cas,  on  reconnaîtrait  qu'on  a  trouvé  la  courbe  qui 

résout  la  question  à  ce  que  Tintégrale  i      jds  augmen- 

terait  quand  on  considérerait  toute  autre  courbe  ayant  ses 
points  infiniment  voisins  de  la  première,  et  ses  deux  extré- 
mités sur  les  courbes  données,  à  une  distance  infiniment 
petite  des  extrémités  de  la  première. 

Si  Ton  veut  comparer  deux  à  deux  les  éléments  des  deux 
intégrales  depuis  le  premier  jusqu'au  dernier,  on  ne  pour- 
rait, dans  ce  cas,  les  supposer  correspondant  à  la  même 
abscisse,  puisque  les  abscisses  des  extrémités  sont  nécessai- 
rement différentes.  Il  est  donc  quelquefois  nécessaire  et 
toujours  permis  de  considérer  les  deux  intégrales  que  l'on 
veut  comparer  comme  décomposées  en  un  même  nombre 
d'éléments  correspondant  à  des  valeurs  de  x  infiniment  peu 
différentes,  et  liées  l'une  à  Tautre  par  une  loi  arbitraire. 

Des  variations. 

263.  Lorsque  l'on  considère  un  élément  quelconque 
d'une  intégrale,  et  que  l'on  passe  à  son  correspondant,  les 
accroissements  que  subissent  les  quantités  dont  il  dépend 
sont  nommés  les  variations  de  ces  quantités.  On  conserve 
le  nom  de  différentielles  aux  accroissements  que  subissent 
ces  mêmes  quantités  en  restant  toujours  dans  1q  système  qui 
se  rapporte  à  la  même  intégrale.  On  distingue  les  varia- 
tions des  différentielles  par  la  caractéristique  $  que  l'on 
substitue  à  la  caractéristique  ef ,  et  on  les  suppose  toujours 
infiniment  petites. 

Ainsi  soit  jr  une  des  fonctions  inconnues  de  x  qui  en- 
trent dans  l'expression  sous  le  signe  f\  iy  sera  l'accrois- 
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sèment  que  prend  cette  fonction  quand  on  passe  d'un  élé- 
ment de  la  première  intégrale  à  son  correspondant  dans  la 
seconde.  En  considérant  j^  comme  étant  l'ordonnée  d'une 
courbe,  y-^-iy  sera  l'ordonnée  de  la  courbe  après  sa  va- 
riation, et  elle  correspondra  à  la  même  abscisse  que  j^  dans 
la  première,  dans  le  cas  où  les  points  correspondants  se 
rapporteront  à  la  même  valeur  de  a:;  au  contraire  j<- H- fy 
sera  Tordonnée  correspondant  à  l'abscisse  x  -h  dx^  si  ix 
est  la  fonction  infiniment  petite  de  :r,  et  continue  comme 
^,  qui  exprime  la  différence  des  abscisses  des  points  que 
Ton  fait  se  correspondre  dans  les  deux  intégrales.  Dans  ce 
dernier  cas,  il  est  peut-être  plus  commode  de  regarder  xet 
y,  ainsi  que  Jj:,  Jy,  comme  des  fonctions  d'une  même  va- 
riable arbitraire  t  qui  n'entre  même  nullement  dans  l'ex- 
pression donnée, -et  alors  la  fonction  sous  le  signe  y  renfer- 
mera les  différentielles  dx^  rf*j:, . . .,  aussi  bien  que  tfj, 
d^y^...^  rapportées  toutes  à  une  même  variable  qui  n'a  pas 
même  besoin  d'être  désignée. 

Lorsque  l'on  connaît  les  variations  de  toutes  les  quantités 
qui  entrent  dans  une  fonction,  la  variation  de  cette  fonc- 
tion se  détermine  par  les  règles  ordinaires  du  Calcul  diffé- 
rentiel, qui  font  connaître  l'accroissement  infiniment  petit 
d'une  fonction,  d'après  les  accroissements  de  toutes  les  va- 
riables qu'elle  renferme.  Ainsi  l'on  aura  généralement 

(i)        ^F(w,  \>,  w,. . .)—  -,-^«  -h  -,  -  ^f -H  -7- ^w'  4- 

du  dv  dw 

264.  Iransposition  des  caractéristiques  d  et  d.  — 11  est 
important  de  remarquer  que.  dans  tous  les  cas  on  peut  inte^ 
vertir  l'ordre  des  opérations  quand  on  prend  la  diflféren- 
lîelle  et  la  variation  d'une  fonction  quelconque  i*.  En  effet, 
soit  i*  -h  âi^  ce  que  devient  la  fonction  ^^  en  passant  du  pre- 
mier système  au  second.  Si  l'on  change  tent-h  dt^  la  dii- 
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féreatidie  nf^^  de  la  foncdon  dans  le  second  système  sera 
d'^i^'^d^iv.  Doncla différentielle  d^i^Ae  la  fonction  dans 
le  premier  système  a  pour  yariation  eZ"  di^^  on  a  donc 

(a)  9d*v=id''àv. 

Par  là  les  yariations  de  toutes  les  différentielles  d'une 
fonction  sont  déterminées  par  la  yariation  de  la  fonction 
elle*mème,  et  il  en  résulte  qu'on  peut  exprimer  la  yaria- 
tion d'une  fonction  quelconque  de  x^ y^  z^. . ,  et  de  leurs 
difiërentielles  au  moyen  des  yariations  de  ces  quantités 
jCy  y^  z  et  des  différentielles  de  ces  yariations.  H  suffira 
de  faire  usage  de  la  formule  (i),  dans  laquelle  i£,  (^,  çv, . . . 
sermit  remplaces  par  x,  ^,  z, . . . ,  dx^  dy^  dz^...^d*x^  d^jr^ 

c<^    ^)  •  •  •  • 

Ainsi,  en  représentant  par  A,  B,  C,  • . . ,  Ai,  Bi,  Q,  • . . , 
-^t)  Bfli  Cs,  • . .  les  dériyées  partielles  par  rapport  à  ces 
q^oantités  or, ... ,  dx^ . . . ,  d*x^ . . .  d'une  fonction 

F(x,  j,  z, . .  . ,  djc,  dy^  dz,.  .  .,  d^x^  d*jr, .  .  .), 

OU  aura 

« 

i  -^Aid^Sx  —  Bjd'^x  -t- 

265.  Mais  il  arriye  souyent  que  les  différentielles  sont 
"^utes  prises  par  rapport  à  une  variable  particulière  qui 
entre  dans  la  question  ^  alors  les  expressions  que  Ton  a  à 
considérer  ne  renferment  que  les  dérivées  de  toutes  les 
autres  par  rapport  à  celle-là,  et  l'on  a  besoin  de  calculer 
1^  yariations  de  ces  dérivées.  On  pourrait  bien  les  déduire 
ue  la  yariation  des  différentielles,  en  exprimant  d'abord 
^  dérivées  en  différentielles  prises  par  rapport  à  une 
Variable  indépendante  quelconque;  mais  il  vaut  mieux 
^aitcr  la  question  directement. 

Soit  j'-  une  fonction  de  x,  que  nous  pouvons  nou«  rcpré- 
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senter  {fig^  6)  comme  rordonnée  d'une  courbe  dont  x 
serait  Tabscisse.  Représentons  par  Y  et  X  ee  que  devien- 

nent  r  €t  x:  la  différence  -7=;: r—  sera  la  variation 

d^  y  d*  V 

de  — -î  ou  ^-T-^t  et  il  s'agit  de  l'exprimer  au  moyen  des 

variations  de  x  et  y  et  âes  dérivées  de  ces  variations.  Il  y  a 
deux  cas  à  examiner,  suivant  que  X  est  identique  avec  x^ 
ou  qu'il  en  diffère. 

1^  Supposons  que  X  ne  difiere  pas  de  a:,  ou  que  l'en 
ait  Jx  =  o,  c^est-à-dire  que  nous  regardions  comme  cor- 
respondants sur  deux  courbés  infiniment  voisines  les 
points  My  N,  qui  répondent  à  une  même  abscisse  quel- 
conque AP]  MN  sera  dj^  et,  en  différentiant  par  rapport 
à  X  les  deux  membres  de  l'équation  Y  =  ^  -4-  iy^  on  ob- 
tiendra 


rf«Y        d^x        d'^fy 
dx""         daf"          dx" 

d'où  résulte 

(4) 

d'*r        d^Sy 
dr"          dx"^ 

2®  Supposons  maintenant  que  les  points  correspondants 
M  et  N  {Jig*  7)  aient  des  abscisses  différentes  AP,  AQ; 
on  aura 

AP"   r,     MP— j,     AQ-X,     NQ  —  Y,     PQ      (îx,    WL-lh 

cl,  lorsque  x  croîtra  par  degrés  égaux,  X  ne  croîtra  pas  de 
la  même  manière ,  puisque  X  =:i  j:  -t-  ^x^  et  que  ix  esi 
une  fonction,  soit  de  x^  soit  d'une  variable  indépen- 
dante, arbitrairement  choisie.  Ainsi  différentier  par 
rapport  à  j:  ou  à  X  ne  sera  pas  la  même  opération,  et 
l'équation 
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ne  conduirait  pas,  comme  dans  le  cas  précédent,  i 

rf"Y       d'^r       d^^r 


dX'*        daf  dx'' 


Il  fautdimc  calculer  directement  la  différence  -~ —» 

dH"         da^ 

Désignons  par  u  l'ordonnée  M'P  de  la  courbe  variée, 
pour  la  même  abscisse  x  que  Xy  de  la  première  courbe, 
qui  est  MP,  et  par  &)  la  différence  M' M,  qui  serait  iy  si 
Ton  supposait  îx  =  o.  On  aura  alors  a  =  a>-|-^5  et,  en 
observant  qu'on  peut  considérer  Nm  et  JIMPM  comme  égaux, 

d'Y 

et  que  i»K  =  ~-  îa:,  on  aura 


dx 

dy 
*•  "^  da: 

Difiiérei^amt  n  fois  l'équation 

on  obtiendra 

d'*u       </"«        d'y 
da*  ~*  dx!'  "^  dx"  ' 

Mais,  les  points  M'  et  N  appartenant  à  la  même  courbe, 
les  dérivées  n**"*'  des  ordonnées  de  ces  deux  points  par 
rapport  à  leurs  abscisses  respectives  x  et  X  ne  sont  autre 
cbose  que  des  valeurs  d'une  même  fonction  dans  laquelle 
on  met  successivement  pour  la  variable  les  deux  valeurs 
différentes  AP,  AQ,  ou  x  et  a:  h-  îx^  d'où  résulte,  d'après 
les  règles  du  Calcul  diflérentiel, 

f?*T       d'»u       d"*^^u  ^ 
JX"        dx^    '    dx^^       ' 


366  LIVRE    IV. 

et,  d'après  Féquation  précédente, 

€/»Y       d'^r      ^"w       «?"^»w  ^ 

= \ 1 ^or. 

rfX«         dx^'         djd'         da^^^ 

Observant  d'ailleurs  que ne  diffère  de  ^  au^ 

d'une  quantité  infiniment  petite,  cette  équation  donnera^ 

^"Y        d"  Y  d'^Y 

pour  la  différence  — ^  —  --— ,  ou  d  ^ ,  la  valeur  suî^ 

vante  : 

^    ^  dx^         dx^        dx"^'        ' 

que  nous  regarderons  comme  renfermant  la  première 


dx 


^jnr«-f-  -^  ^jr.  ^ 


Les  formules  (5)  et  (4)  coïncideront  lorsque  l'on  suppo- 
sera $x=.  o. 

266.  Transposition    des  caractéristiques  $   et    I  .  — 

Considérons  maintenant   l'intégrale  1       U,  U  désignant 

une  expression  différentielle,  et  les  limites  j:,,  a:,  étant 
constantes  ou  variables.  On  peut  la  décomposer  en  une 
infinité  d'éléments,  dont  le  premier  correspond  à  Xi  et  le 
dernier  à  x^  diminué  de  la  dernière  difierentielle  de  x- 
Elle  sera  donc  la  limite  d'une  somme  telle  que 

U,  -!-  U,  H-  U3  -4-  .  .  .  H-  U«. 

Considérons  maintenant  l'intégrale  infiniment  voisine 
dans  laquelle  elle  se  change  par  la  variation  des  quan- 
tités dont  elle  dépend,  et  soit  U'  ce  que  devient  U  en  gé- 
néral dans  ce  changement,  de  sorte  que  U' — U=W« 
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Les  limites  de  cette  nouvelle  intégrale  seront  Xi  -f-  }:ri 
et  oTj  -h  JoTj,  et  elle  pourra  être  regardée  comme  la  li- 
mite de 

ces  nouveaux  éléments  correspondant  à  chacun  des  pre- 
miers. 

L'accroissement  de  l'intégrale  est  donc  la  limite  de 

(U',-u.)  +  (u',-uo  +. . .  +  (iXn-  u„), 

ou  de 


;'est-à-dire  /      JU. 


Ainsi,  soit  qu'on  suppose  les  limites  Xi^  x^  constantes, 
soit  qu'on  les  suppose  variables,  on  a 


(6) 


de  sorte  que,  pour  connaître  la  variation  d'une  intégrale 
définie,  il  suffit  de  calculer  celle  de  la  différentielle,  et  de 
l'intégrer  entre  les  mêmes  limites. 

267.  Expression  de  la  variation  d'une  intégrale  dé- 
finie. —  Considérons  une  intégrale  de  la  forme 


Vdx, 
la  valeur  de  V  étant 


£ 


T  désigne  une  fonction  inconnue  de  x^  ct^',  j^'^,...,  j^^"^ 
^Ui  ses  dérivées  successives  par  rapport  à  x.  Nous  nous 
*^omons  à  considérer  une  seule  fonction  j^,  parce  que,  s'il 
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y  en  avait  plusieurs  autres,  il  suffirait  de  reproduire  pour 
chacune  ce  que  nous  allons  faire  pour  j^.  Nous  examinerom 
deux  cas  distincts  :  celui  où.  J^i,  x^  ont  des  valeurs  fixes 
données,  et  celui  où  ces  limites  peuvent  varier  d'après  cer- 
taines conditions  données. 

i^  Supposons  d'abord  Xi  et  x^  constants  ;  nous  pour- 
rons alors  faire  dx  =  o  et  employer  la  formule  (4)  ^^ 
donne  pour  une  dérivée  quelconque  j"^*"^ 

JyC";  =.  :— . 

Cela  posé,  si  Ton  observe  que  la  variation  de  x,  ou  ix^ 
est  nulle,  et  que, «par  conséquent,  celle  de  dx^  on  dix^ 
Test  aussi,  d*où  il  suit  que  i (V dx)  :=:z  dY dx]  la  for- 
mule (6)  donnera 


(7) 


Calculons  maintenant  JV  : 

Comme  nous  Tavons  déjà  remarqué,  l'accroissement  de 
V  sera  donné  par  les  règles  ordinaires  du  Calcul  diffé- 
rentiel, au  moyen  des  accroissements  des  quantités  qui  ont 
varié  dans  V,  c'est-à-dire  de  y^  y^ . . . ,  y"^ .  On  aura 
donc 

que  nous  écrirons,  pour  plus  de  commodité,  de  la  manière 
suivante  : 

L'équation  (7)  deviendra  ainsi,  en  exprimant  ij'f^i 
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J^(«)  au  moyen  de  la  formule  (4) 

Nous  avons,  sous  le  signe    f  ,  la  fonction  indéterminëe  âj 

et  ses  dérivées  par  rapport  à  X]  ces  dernières  sont  déter- 
minées par  $y^  et  il  est  nécessaire  de  les  faire  disparaître 
de  l'intégrale  en  les  ramenant  à  $j-  seul,  qui  est  entière- 
ment arbitraire.  Or  c'est  ce  que  Ton  fera  facilement  au 
moyen  de  l'intégration  par  parties. 

En  effet,  si  l'on  désigne  par  u  et  ^  deux  fonctions  de  a:, 
on  établit  facilement,  par  une  suite  d'intégrations  par  par- 
lies,  la  formule  suivante,  qui  est  souvent  utile  dans  l'Ana- 
lyse : 

(      r   d"v   ,              d^-U'       du  d^-'v        d^ud^-^v 
\     \  u dx  nn  u 1 

^    '  ^'  d^ud^'-^v  d'^-Ui      ,     Td^u      , 

dx^  dx""-*  ^^  dr**-^  J    dx^ 

En  faisant  usage  de  cette  formule,  on  obtiendra  les  équa- 
tions suivantes  : 


/' 


TT^^^r  J         r,^"~'^r        dV  €l"-'dy       d'I]  d^-^Sr 

u  — :—  dx  z=  U  — ;— —  *- ^—  — TT-- — I-     ,  -    -  ,       1 — I-  • 


dx"  dx^-^  dx     dx^^  dx^     dx^^^ 

Zû  -; — ;-  or  rt  I  or  — —  dx, 

^^  dx^-'     "        J    -^    de"        ' 
Cal.  inf.  D,  -    II.  2^ 


(9) 
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et  il  faut  bien  remarquer  que  —  >  -rj^'"   représentent 

les  dérivées  totales  de  N,  P, . . . ,  considérées  comme  fonc- 
tions de  07,  et  dans  lesquelles  on  regarde  y  comme  dépen- 
dant de  X.  On  aura  donc  enfin,  en  prenant  les  intégrales 
entre  Xi  et  Xj, 


_        r/Q  .    rf^-'UX  d^r 

dx  dx^^  I   dx 


$1        \dx=  (  /o—  i^        —  ^"~'^\  ^'^^ 


-h(q- 


,r%^(M- 


l  Jx  \  ^  ^^         ^^^  ^ 

S'il  y  avait  une  seconde  fonction  z  dans  V,  on  ajouterait  au 
second  membre  de  cette  équation  une  autre  expression 
qui  n'en  différerait  que  par  les  valeurs  des  fonctions  qui 
remplaceraient  N,  P, . . .  et  par  le  changement  de  y  en  z. 
Il  en  serait  de  même  pour  un  nombre  quelconque  de  fonc- 
tions. 

268.  Si  la  fonction  V  renfermait  les  valeurs  dej^,j^V" 
relatives  aux  limites,  la  variation  de  l'intégrale  se  compo- 
serait des  termes  que  nous  venons  de  calculer,  plus  les  sui- 
vants : 

C"'  ld\  .  dV  ^  ,  d\  ^  dY  ^  ,  \   , 

Or  les  quantités  dj^i^  cî^', ,...,  ây^-,  c^^'j,  •  .  •    n'étant  pas 
des   fonctions   de  a:,   on  peut  les   faire    passer  hors  du 
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signe  I ,  et  les  termes  à  ajoutej^  se  réduiront  à 


2^  Supposons,  en  second  lieu,  que  Xi  et  x^  soient  ya- 
riables,  et  que  Sx  ne  soit  pas  nul.  On  aura,  dans  ce  cas, 

il       Ydxz=  j       9{Ydx):=f       (SV  iix -hY  dSji). 

L'intégration  par  parties  donnant 


JYdSx  =  YSa:—  UxdY, 


V^ 


^qaation  précédente  devient 


iÇ   *Yda:z={YSxjZ\-{-  f     \sYdx~-dYSx] 


it  maintenant 
,  par  suite, 
il  en  résultera 

ï^  €ijt^dYixz=dx\lAUy^^iÀ-\-^Uy—  -^~  ^x^-i 1 

OU,  en  vertu  de  la  formule  (5), 

W<fc-.rfV^  =  ^  ^Mii-hN  ^ -H  p4^ -f-Q  ^  ^-..A. 

\  dx  dx^        ^  da^  ) 

^^  n       Oa  a  donc,  pour  l'expression  de  la  variation  cher- 
^1  24. 
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chée,  ^ 

On  peut  remarquer  que  cette  expression  ne  difiëre 
de  celle  du  cas  précédent  que  par  l'addition  du  terme 
(VJx)'!^  car  CD  désigne  ici  ce  que  ày  désignait  dans  l'autre. 
Si  donc  on  appliquait  semblablement  l'intégration  par 
parties,  on  ferait  disparaître  tous  les  indices  de  dififéren- 

tiation  sur  w  sous  le  signe  /  ,  et  l'on  trouverait 


i 


V^j:-4-{N ; h  — -^...  )w 

\  ax         dx^        j      I 


.^(p_£Q...^*' 


dx        1  dx 


(lo) 


'  \  y-       dx       )  dx* 


I 


-"/""( 


„       é/N       €/*P       d^q  _^d'V\. 

dx        dx^        dx^  ds^  j 


S'il  se  trouvait  dans  V  une  seconde  fonction  incon- 
nue z^  dY  renfermerait  de  plus  des  termes  de  la  forme 
ISVdz  -h  IS'dz^-h  V'dz"  -h On  poserait 


8z  —  z'  Sx  =z  tù 


f 


et  Ton  ajouterait  à  l'expression  précédente  des  termes  ou 
co'  entrerait  de  la  même  manière  que  co.  Il  en  serait  de 
même,  quel  que  fût  le  nombre  de  ces  fonctions. 

Enfin,  si  V  renfermait  les  valeurs  de  x,  ri  ^r  ••»^')  ^V" 
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relatives  aux  limites ,  on  y  ajouterait  les  termes  suivants  : 


rfr-l-..,. 


269.  Le  cas  où  oTi,  x^  sont  variables  pourrait  être  immé- 
diatement ramené  à  celui  où  ils  sont  fixes,  sans  faire  usage 
de  la  formule  (5). 

En  effet  considérons  V  comme  l'ordonnée  d'une  courbe 
MN  {Jig'  8),  et  soient  AP  =  Xi,  AQ  =Xï*,  on  aura 


X. 


Ydx  =  PMNQ. 


Soit  maintenant  MiNi  la  courbe  après  la  variation;  la 
valeur  de  l'intégrale  proposée  sera,  dans  le  second  système, 
l'aire  PiMiNiQi^  on  peut  donc,  en  négligeant  les  infini- 
ment petits  du  second  ordre ,  regarder  la  variation  de  l'in- 
tégrale comme  égale  à 

NQQ,  K  —  MPP,  H  -I-  M,  LNI. 
Les  deux  premiers  termes  représentent 

Va  ^;r,  —  V,  ^^,      OU      { V  $x)^*. 

Le  troisième  est  l'intégrale  /  $Y  dx  prise  entre  les  li- 
mites Xi  -f-  dxi  et  a^s,  ou,  en  négligeant  un  infiniment  petit 
du  second  ordre,  entre  Xx  et  Xj.  Donc  enfin 

^        Ydxz=[Yl7:)l\-^  l        $Ydx, 

i\  étant  la  variation  de  V  dans  l'hypothèse  âx==o^  et, 
par  conséquent,  ayant  la  même  signification  que  dans  le 
premier  cas.  Son  expression  sera  donc  la  môme-,  seule- 
ment il  conviendra  de  représenter  la  variation  de  j^  autre- 
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ment  que  par  iy^  qui,  dans  le  cas  actuel,  aurait  une  autre 
signification,  et  nous  désignerons  par  fù  la  variation  de  y 
dans  l'hypothèse  dx  =  o.  Il  suffira  donc,  pour  obtenir 

f      Ydx^  d'ajouter 

(V<îx)î*  au  second  membre  de  l'équation  (9),  dans  lequel 
on  remplacera  ây  par  co. 

On  retombe  ainsi  sur  la  formule  (10),  comme  cela  de- 
vait être.  On  y  ajouterait  de  même  l'expression  (ii)^  si  V 
renfermait  explicitement  les  valeurs  des  variables  aux 
limites. 

270.  Il  nous  reste  à  examiner  le  cas  où  la  variable  in- 
dépendante ne  serait  pas  désignée,  et  où  la  fonction  sous  le 

signe  I  ne  renfermerait  pas ,  par  conséquent,  des  dérivées 

par  rapport  à  a:,  mais  des  différentielles  prises  par  rapport 
à  une  variable  arbitraire  qui  n'entre  pas  dans  la  question, 
et  n'est  nullement  désignée.  Soit  donc  proposé  de  trouver 

$  I      U,  en  supposant 

Les  limites  Xf  et  x^  étant  fixes  ou  variables,  on  a  toujours, 
comme  nous  l'avons  démontré, 


et,  pour  une  variable  quelconque  u, 

Cela  posé,  désignons  par  L,  M,  N,  P, . . .  les  dérivées  par- 
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tielles  de  U  par  rapport  aux  quantités  x,  dx^  d^x^  rf'j:,..., 
et  par  L',  M',  N',  P', . . .  ses  dérivées  partielles  par  rapport 
ky^  djr^  d^y^  d^y^ ... ^  on  pourra  exprimer  ÎU  de  la  ma- 
nière suivante  : 

5U  ==  L  ^or  -h  M  Jr/ar  -f-  N  $d^x  +  P  àd^x  -f- . . . 

n  est  inutile  de  faire  remarquer  que  les  diverses  quantités  L, 
M,  « . .  ^  L^,  M^, ...  ne  sont  pas  du  môme  ordre  infinité- 
simal, et  que  le  second  facteur  de  chaque  terme  rétablit 
rhomogénéité.  Intégrant  les  deux  membres  de  cette  équa^ 

lion,  et  faisant  sortir  du  signe  l  toutes  les  variations  des 

diflférentielles  au  moyen  de  l'intégration  par  parties,  on 

obtient  la  valeur  suivante  de  â  j      U  : 


(ij) 


-f-M 

$X-hN 

—  r/N 

—  dP 

-+-^»P 

-f-M' 

ily  4-  N' 

^N' 

—  ^P' 

-f-c/'P' 

d^x  -f-  P' 


flf'^J?4-..,      ;-^l 


d^y  4-  P' 


d^^j-V...  i 


'       ^/(L'—  ^M'-H  ^»N'—  rf»P'-i- . . .  V 


Si  l'on  avait  dans  U  d'autres  fonctions  que  x  et  j^,  on  ajou- 
terait des  expressions  semblables  à  chacune  de  celles  qui 
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se  rapportent  k  x  on  y  dans  cette  formule.  On  agirait 
comme  dans  les  cas  précédents  si  U  renfermait  explicite- 
ment les  valeurs  des  variables  aux  limites. 

Détermination  des  fonctiojis  inconnues, 

271.  La  condition  pour  qu'une  intégrale   définie  soit 
maximum  consiste  en  ce  que,  quelque  signe  et  quelque 
grandeur  qu'on  suppose  aux  variations  infiniment  petites 
5a:,  dj^  $z, . . . ,  la  variation  de  cette  intégrale  soit  con- 
stamment négative  :  la  condition  du  minimum  sera,  au 
contraire,  que  cette  variation  soit  toujours  positive;  et, 
dans  les  deux  cas,  elle  doit  être  de  signe  constant.  Il  faut 
donc  que  la  partie  de  cette  variation  où  n'entrent  que  les 
premières  puissances  des  quantités  5x,  5;^,. . .  soit  nulle, 
et  cette  condition  sera  commune  au  maximum  et  au  mini- 
mum. On  reconnaîtra  l'un  de  l'autre  au  signe  de  l'ensemble 
des  termes  du  second  degré,  signe  qui  devra  d'ailleurs  être 
constant. 

Nous  considérerons  le  cas  général  où  Xi^  x^  sont  va- 
riables, et  nous  supposerons  les  dérivées  prises  par  rap- 
port à  X,  ce  qui  est  toujours  possible.  Alors  l'expression  de 

Ydx^  en  se  bornant  aux 

or, 

termes  du  premier  ordre  et  en  supposant  que  V  ne  ren- 
ferme qu'une  seule  fonction  j",  est  donnée  par  la  for- 
mule (10).  11  faut  donc  égaler  à  zéro  le  second  membre  de 
cette  équation,  pour  avoir  la  condition  nécessaire,  tant 
pour  le  maximum  que  pour  le  minimum  de  l'intégrale. 

Mais  la  somme  des .  termes  en  deliors  du  signe  /  doit 

être  nulle,  et  l'intégrale  doit  l'être  aussi  séparément-,  car, 
sans  cela,  si  l'on  fixait  arbitrairement  les  variations  indé- 
pendantes relatives  aux  limites,  il  resterait  encore  sous  le 
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sjgae  I  la  fonction  arbitraire  o),  et  cette  intégrale  définie 

ne  saurait  conserver  la  même  valeur,  quelle  que  fût  cette 
fonction^  le  second  membre  de  Téquation  (lo)  ne  serait 
donc  pas  constamment  nul. 

/••^t     I    f^T      ^N      d*P  \ 

D'ailleurs  cette  intégrale  /      ^^^\^^~dJ^~^'d^  "^•"  j 

ne  peut  pas  être  nulle,  quelle  que  soit  la  fonction  &>,  à 

moins  que  la  quantité  qui  la  multiplie  sous  le  signe  /  ne 

soit  nulle.  En  effet,  cd  étant  indéterminé  pour  toutes  les 

valeurs  de  x  entre  Xi  et  x^  peut  être  toujours  pris  de 

même  signe  que  le  second  facteur^  tous  les  éléments  de 

.    l'intégrale  seraient  donc  positifs,  et  leur  somme  ne  pour- 

«•^itêtre  nulle.  Il  serait  d'ailleurs  indifférent  que  o)  fût  assu- 

jotti  à  certaines  conditions  pour  les  valeurs  x^  ou  arj,  parce 

<j^e  deux  éléments  n'ont  aucune  influence  sur  une  inté- 

S^^6.  On  doit  donc  avoir  l'équation  suivante  : 

Cx3  M— -—--4-—- --^H ±  -— -  ==  o. 

dx         dx^         dx^  di^ 


ette  équation  différentielle  est  généralement  de  l'ordre 
=i  /ij  puisque  V  renferme  j^f"\  et  que,  par  conséquent,  U 
■p^ut  le  renfermer.  Elle  est  nécessaire,  mais  non  suf&sante, 

pour  que  l'intégrale  I       ^ dx  soit  maximum  ou  minimum. 

Elle  renferme  les  quantités  x,  j'^y^  J^'^ . . . ,  et  fera  con- 
naître y  en  fonction  de  x  et  de  2 /i  constantes  arbitraires. 

Considérons  maintenant  les  termes  en  dehors  du  signe  I 

dans  l'équation  (10).  Si  les  variations  relatives  aux  deux 
Hoiites  sont  indépendantes  entre  elles,  la  somme  de  ces 
^nnes  devra  être  nulle  pour  chaque  limite. 


y 
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Si  la  question  établit  des  relations  entre  les  variations 
relatives  à  une  même  limite,  on  s'en  sert  pour  éliminer  un 
nombre  égal  de  ces  indéterminées,  puis  on  égale  à  zéro  les 
coefficients  de  celles  qui  restent  indépendantes  ^  ces  équa- 
tions ,  jointes  aux  équations»  intégrales,  serviront  à  (iéte^ 
miner  les  constantes,  ainsi  que  les  valeurs  de  x,  j",  z  rela- 
tives aux  limites. 

i 

272.  S'il  y  avait  plusieurs  fonctions  j',  ^, . . . ,  on  suivrait 
la  même  marcbe.  L'intégrale  qui  entre  dans  la  variation    | 
devrait  encore  être  nulle,  indépendamment  des  termes  in- 
tégrés. Elle  renfermerait,  comme  nous  l'avons  vu,  plusieurs 
fonctions  w,  w', . . .,  dont  les  valeurs  sont 

Ces  fonctions  arbitraires  seraient  indépendantes,  puisque, 
dans  chacune  d'elles,  il  s'introduit  une  nouvelle  variation 
arbitraire.  Il  faudrait  donc  que  les  quantités  qui  multiplient 
chacune  d'elles  fussent  nulles  séparément,  ce  qui  donnerait 
autant  d'équations  diflérentielles  simultanées  qu'il  y  a  de 
fonctions  à  déterminer. 
Elles  seraient  de  la  forme 

1  dx  dx^  dx^ 

dx  eix^  dx^ 

M',  N',. . .  représentant,  par  rapport  à  z^  ce  que  M,  N,.** 
représentent  par  rapport  ky. 

Les  constantes  se  détermineraient  encore  par  les  condi- 
tions relatives  aux  limites. 

273.  Si  les  fonctions  j^  z  étaient  assujetties  à  satisfaire 
à  une  équation  F(j:,  j*,  z)  r=  o,  les  variations  (îx,  ^Jy  ^5 
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satisferaient  à  la  suivante  : 

'  dx  djr  dz 

On  pourrait  en  tirer  iz  en  fonction  de  $x^  iy^  et  le  sub- 
stituer dans  l'expression  de  la  variation  de  l'intégrale  *,  on 
aurait  ainsi  une  fonction  indéterminée  de  moins  sous  le 

signe  I  ,  et,  par  suite,  une  équation  de  moins,  qui  serait 

remplacée* par  F(a:,  j^,  z)  =  o. 

En  effet  la  quantité  sous  le  signe  i ,  qui  doit  être  égalée 
à  zéro,  est  de  la  forme 

Aw  -h  A'«', 

et  l'équation  (a)  devient,  en  remplaçant  dj  et  dz  par  leurs 
valeurs, 

dY  dF  dF 

—  ^ar  -+-  —  (y  ^or  -4-  m)  H-  —  (z'  Sx  -4-  w')  =  o. 

Le  coefficient  de  9x  dans  cette  équation  est  nul,  puis- 
qu'en  différentiant  l'équation  F(x,  j^,  z)  =  o  on  trouve 

dF      Jf    ,      dF   , 

il  reste  donc  seulement 

.     dF         ,dF 

« h  6)'  --r-  =  o. 

dy  dz 

Tirant  delà  tù'  et  le  substituant  dans  l'expression  Ktù  -\-  ÂV, 
qui  doit  être  égalée  à  zéro,  on  obtient 
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et  cette  quantité  devant  être  nulle,  quelle  que  soît  la  fonc- 
tion co,  on  doit  nécessairement  poser 

dF 

*-A'|=o. 

dz 

On  aura  ainsi  entre  j^  et  z  les  deux  équations 

et 

d'où  Ton  pourra  tirer  j^  et  -z  en  fonction  de  x, 

274.  Autre  espèce  de  condition.  —  Souvent,  au  lieu 
d'assujettir  les  valeurs  de  x^  j^  z  k  satisfaire  à  une  équa- 
tion de  forme  déterminée,  on  demande  qu'une  certaine  in- 
tégrale définie  conserve  une  valeur  constante  :  on  a  alors 
ce  que  l'on  appelle  un  maximum  ou  un  minimum  relaùj* 

Soit  donc  i  Urfa;  =  a,  et  proposons-nous  de  trouver 
le  maximum  ou  le  minimum  de  |       Ndx.  Les  variations 


de  ces  deux  intégrales  devront  être  nulles;  et,  en  supposant 
d'abord  les  limites  fixes,  on  arrivera  aux  deux  équations 


(«) 


et  la  seconde  devra  être  satisfaite  quand  on  y  mettra  pour 
0)  une  fonction  quelconque    satisfaisant  à  la  première*, 
M  et  (^  sont  déterminés  par  U  et  V  au  moyen  d'une  for- 
mule   démontrée   précédemment,    et    cù    désigne    encore 
^y — y  àx.  On  voit  tout  de  suite  que  cette  condition  se- 
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it  remplie  si  u  et  ^  ne  différaient  que  par  un  facteur  con- 
mt,  et  nous  allons  démontrer  que  cela  ne  peut  être  au- 
ement. 
Posons,  ayec  Cauchy, 


X 


utùdx=:  f  (x); 


ïtte  fonction  ç(x)  ne  sera  assujettie,  en  vertu  de  Téqua- 
on  (a),  qu'à  la  condition  ^(x,)  =  05  on  a  d'ailleurs  évi- 
smment  f  (xi)  =  o,  mais  7  (x)  est  entièrement  arbitraire 
itre  Xi  et  x^.  On  tire  immédiatement 

««=:«'(ar),      d'où     01=5^- 

u 

ubstituant  cette  valeur  dans  Téquation  (6),  on  obtient 

J       -?'(^)^  =  o. 

^mr  y  introduire,  au  lieu  de  ç'(x),  la  fonction  ç(ar), 
but  les   conditions  sont   bien  connues,  intégrons   par 

mties  ;  nous  trouverons,  en  désignant  par  [  -  )    la  dé- 

ivée  de  -> 
u 

penant  Xi  et  x^  pour  limites  des  intégrales,  et  observant 
<pe  f  (x)  devient  nul  à  ces  limites,  il  vient 
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et,  par  conséquent, 

Cette  équation  devant  avoir  lieu  quel  que  soit  9(x),  on 
en  conclut  nécessairement  (  -  j  =  o,  et,  par  suite, 


V 

-  =  a     ou     v=z  OLU^ 
u 


CL  désignant  une  constante  inconnue. 

Telle  est  donc  Téquation  différentielle  qui  déterminer! 
la  fonction  j.  Quand  sa  valeur  sera  trouvée,  et  que  les 
constantes  introduites  par  Tintégration  auront  été  déter- 
minées par  les  conditions  des  extrémités ,  on  la  substituera 

dans  Téquation  /      ^dx  =  a,  qui  fera  coD:âaitre  la  valeor 

de  la  constante  a. 

Il  est  facile  de  voir  que  l'on  arriverait  au  même  résultat 

en  cherchant  le  maximum  absolu  de  1      (V — aU)dlrt 

el  déterminant  la  constante  a  comme  nous  Tavons  indi- 
qué. On  retombe  ainsi  sur  la  règle  donnée  autrefois  par 
Euler. 

Supposons  actuellement  que  les  limites  iCi,  Xt  ne  soient 
pas  fixes 5  les  équations  (a),  (6)  seront  remplacées  parles 
deux  suivantes  : 

uoida:  =  Oy     (S)     ^2  —  X>  "^  /       s^t^dx^O) 

(p  et  ;^  désignant  les  termes  en  dehors  du  signe  i ,  qui 

deviennent  ^i  et  ;^i  à  la  première  limite,  et  (pj,  ;^,  à  la 
seconde. 
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nation  (S)  devra  être  satisfaite  quand  on  mettra 

une  fonction  quelconque,  telle  que  Téquation  (y) 

L,  de  quelque  manière  que  ce  soit^  ainsi  co  n'est 

i  qu'à  la   condition   que   /       utùdx   soit  égal  à 

,  et  il  faut  que  l'équation  (d)  ait  lieu  pour  toutes 
!urs  de  w  qui  y  satisferont  :  c'est  là  ce  qui  doit  dé- 
îr  la  fonction  inconnue  j^. 

/      u(ùdx  =  (f  (x) ,  on  aura  9  (xi  )  =  o, 
ertu  de  Téquation  (y), 

ne  sera  assujetti  à  aucune  condition. 
rtant  dans  l'équation  (J)  pour  w  sa  valeur  ■■■■-? 


X. 

Qs  encore 


yj — Xi  +  J     ^  ?'  {^)  ^  =^  o. 

itroduire  au  lieu  de  (^'{x)  la  fonction  y  (a:),  dont  les 
ms  sont  connues,  intégrons  par  parties;  lequa- 
3cédente  deviendra,  en  ayant  égard  aux  valeurs  de 

t(f{x^), 

ime  (^{x)  est  tout  à  fait  arbitraire  entre  Xi  et  Xf ,  il 
Jd  cette  dernière  intégrale  soit  nulle,  ainsi  que  la 
'estante  du  premier  membre.  On  aura  donc  encore 


( 


"V 

—  I    m  o       ou       Vzz::  au. 
U 


5nant  une  constante.  Remplaçant  (-]    par  a  dans 
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la  première  partie  de  Tcquation  (e),  on  aura 

Les  constantes  introduites  par  l'intégration  se  détermine- 
ront par  les  conditions  relatives  aux  limites,  et  la  con- 

U  dx  =  a. 

On  voit  encore  qu'on  arriverait  aux  mêmes  résultats 
en  clierchant   le  maximum  ou  le   minimum  absolu  de 


Jx, 


X, 


(V — cc\])dx^  a  étant  une  constante  indéterminée. 


On  traiterait  d'une  manière  analogue  le  cas  où  l'on 
aurait  plusieurs  fonctions  inconnues,  ou  plusieurs  inté- 
grales définies  ayant  des  valeurs  constantes. 

275.  Considérons  maintenant  le  cas  où  l'intégrale  est 

de  la  forme  I      U,  U  ne  renfermant  que  des  différen- 

tielles  prises  par  rapport  à  une  variable  arbitraire.  La 
variation  de  cette  intégrale  est  donnée  alors  par  la  for- 
mule (12),  et,  par  les  mêmes  raisons  que  dans  le  pre- 
mier cas,  il  faut  égaler  séparément  à  zéro  la  partie  qui 

est  dégagée  du  signe/et  celle  qui  se  compose  de  toutes 

les  intégrales,  qui  sont  en  nombre  égal  à  celui  des  va- 
riables X,  Y^  z^. .  > . 

Or  les  fonctions  âx ,  cT^,  âz, . . .  sont  complètement 
indépendantes  les  unes  des  autres  5  donc  chaque  intégrale 
doit  être  nulle  séparément,  ce  qui  conduit  aux  équations 
suivantes  : 

L  —dM  -hd'N  —  ^^P  -}-...  =  o, 
,  ^,  ,  V- dW-i,-d^^'—d^V' -+-..  .  =  0, 


IHTÉG RATION    DES    ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES.        385 

>n  aura  ainsi  autant  d'équations  que  de  variables  x,  y^ 
r,...^  et,  comme  Tune  d'entre  elles  doit  rester  indéter- 
ninée,  il  est  évident  qu'une  de  ces  équations  doit  rentrer 
Uns  les  autres.  Nous  nous  bornerons  à  cette  remarque, 
;t  nous  ajouterons  qu'on  trouve  ici  un  avantage  que  ne 
présentait  pas  le  calcul  du  premier  cas  :  c'est  qu'on  pourra 
lîhoisir  le  système  d'équations  le  plus  avantageux,  en 
laissant  de  côté  l'équation  la  moins  simple.  Quand  on 
aura  trouvé  j^,  -2?,...  en  fonction  de  x^  les  constantes  arbi- 
traires introduites  par  l'intégration  se  détermineront, 
comme  dans  le  premier  cas,  au  moyen  de  l'équation  qui 
5e  rapporte  aux  limites. 

27().  L'intégration  des  équations  (16)  devient  plus 
simple  lorsque  U  ne  contient  pas  x  ou  l'une  des  autres 
(onctions^  car  alors,  le  premier  terme  de  l'une  de  ces  équa- 
tions étant  nul  et  tous  les  autres  des  différentielles  exactes, 
on  aura  immédiatement  une  intégrale  première  de  cette 
^nation.  Si  plusieurs  de  ces  variables  j:,  j^,...  manquent 
lia  fois  dans  U,  un  nombre  égal  des  équations  (16)  est 
bt^able. 

277.  Les  équations  (i4)  présentent  la  même  simplifi- 
cation quand  j^  ou  z  n'entre  pas  dans  V5  mais,  quand 
cest  X  qui  manque,  il  faut  faire  quelques  transformations 
pour  obtenir  la  simplification  que  nous  ont  offerte  immé- 
diatement les  équations  (16). 

Ea  effet,  en  supposant,  pour  plus  de  simplicité,  qu'il 
tt'y  ait  qu'une  seule  fonction  inconnue  y^  la  condition  du 
maximum  ou  du  minimum  sera 

(a)  M  —  —       ^_^  _Q 

dx         dx^         dx^        '  '  '         ' 


etl' 


on  aura,  en  observant  que  Y  ne  renferme  pas  x^ 

^  =^  uy  -h  ^y  4-  vy  -4-  Q7-  4- . . . . 

Cdc.  inf,  D.  —  II.  25 
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Retranchant  de  cette  équation  la  précédente,  multipliée 
par  j^',  il  vient 

É 


dx 


(Q^..^-y^)  +  .... 


Or  il  est  facile  de  voir  que  le  second  membre  de  cette 
équation  est  une  dérivée  exacte. 

Pour  cela,  remarquons  généralement  qu'en  désignant 
par  UQ\  V  des  fonctions  quelconques  de  x,  une  expression 
de  la  forme 

ud^v  —  vd^u 

est  une  différentielle  exacte  quand  72  est  pair,  et 

ud"^^  -4-  vd^u 

en  est  une  lorsque  n  est  impair.  Il  en  résultera  que  tous 
les  binômes  qui  forment  le  second  membre  de  la  dernière 
équation  seront  des  dérivées  exactes,  et  que,  par  consé- 
quent, on  pourra  intégrer  les  deux  membres  de  cette  équa- 
tion*, ce  qui  conduira  à  une  équation  d'un  ordre  moins 
élevé. 

* 

Supposons,  par  exemple,  que  V  ne  renferme  que  j^,/ 
et  j^''.  La  dernière  équation  devient 

d'où,  en  intégrant, 

équation  du  troisième  ordre,  tandis  que  l'équation  (a) 
était  du  quatrième.  Si,  en  même  temps,  V  était  indépen- 
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lant  de  j-,  on  aurait  M  =  o;  l'équation  {a)  serait  inté- 
p:*able  et  donnerait 

ax 
dV 

En  éliminant  —  entre  cette  équation  et  la  précédente, 

)n  trouverait 

V=:P/'-hC'y-+-C, 

Z  et  C  désignant  deux  constantes  arbitraires.  Cette  équa- 
ion  n'est  plus  que  du  second  ordre.  Ainsi,  lorsque  Y  ne 
renferme  que  y'^  j^^  on  peut  obtenir  une  intégrale  se- 
conde de  l'équation  (a)  et  ramener  le  calcul  à  l'intégration 
l'une  équation  du  deuxième  ordre. 

Si  V  renfermait  une  seconde  fonction  z  et  ses  dérivées 
•J  et  z'\  on  obtiendrait  de  même 

(,7)       V  =  N/  H-  P/'  ~  jr'  ^  4.  N'z'  -f  P'z"  -  z'  —  -{-  C. 
*   '  '  ax  dx 


Cas  particulier  où  l'on  ne  considère  que  les  différentielles 

du  premier  ordre, 

278.  Appliquons  cette  théorie  au  cas  simple  où  la  fonc- 
tion V  renfermerait  trois  variables  x^  y^  z  et  les  premières 
dérivées  seulement  de  j^  et  z. 

L'intégrale  proposée  sera 


f      f{x^y,z,j',^)dx 

T. 


ou 

/**■-/  dy     dz\    , 

=  0. 


£'/(-,/,  ^.  1=2)'^-= 


I**  S'il  n'existe  aucune  équation  générale  entre  x^y^  z, 

25. 
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on  fera  usage  des  ëquations  (t4)i  ®t  l'on  aura 

en  supposant  toujours 

f?^_M      ^-N       ^~M'       ^-N' 

Ces  deux  équations  simultanées,  étant  du  second  ordre, 
donneront  j^  et  z  en  fonction  de  x  et  quatre  constantes 
arbitraires. 

Si  les  deux  limites  sont  indépendantes,  on  aura  pour 
chacune 

(19)  (V  —  Njr'~  N' z')^x  -{-  N ^7  -f-  N'^z  z:=  o. 

Si  pour  l'une  d'elles  il  n'existe  aucune  condition,  5t,  îj, 
iz  étant  indépendants,  leurs  coefficients  doivent  être  nuls 
séparément,  ce  qui  donne  trois  équations  entre  les  valeurs 
de  x^y^  ^tj''^  ^'  relatives  à  cette  limite.  Si,  au  contraire,à 
cette  môme  limite,  a:,  j^  z  devaient  satisfaire  à  une  équa- 
tion donnée  ^[x-^j^  z)  =  o,  on  aurait 

-^  5j:  +  ^  a[r  +  ~  ^3  rr.  O.       . 

dx  dy  dz 

Eliminant  dz  entre  cette  équation  et  (19)5  il  ne  resterait 
plus  que  les  indéterminées  5x,  àj  dont  on  égalerait  sépa- 
rément les  coefficients  à  zéro.  On  aurait  donc  encore  trois 
équations  entre  les  valeurs  de  x,  j^,  z^y'^  z*  relatives  à  cette 
limite.  On  agirait  de  la  même  manière  si  l'on  avait  une  se- 
conde équation. 

Actuellement  il  est  facile  de  déterminer  les  constantes 
arbitraires  introduites  par  l'intégration  •,  car  les  équations 
obtenues  entre  x^  j^  z  et  ces  quatre  constantes  devant 
être  satisfaites  par  Xxyj\^  z^  et  par  Xj|,^2,  Zg,  il  en  rësul- 
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tera  deux  équations  pour  chaque  limite.  Ainsi,  pour 
cliacune  d'elles,  on  aura  cinq  équations  entre  les  valeurs 
de  x^  y^  z  qui  s'y  rapportent  et  les  quatre  constantes  •,  on 
pourra  donc  déterminer  ces  constantes  et  les  valeurs  de 
x,j^,  z  relatives  aux  limites. 

2®  Si  les  variables  x,  y^  z  sont  tenues  de  satisfaire  à 
une  équation  F  (x,  ^,  z)  =  o,  il  faudra  faire  usage  de  la 
formule  (i5),  qui  devient,  dans  ce  cas. 


\  dY 


Éliminant  z  au  moyen  de  Téquation  F(ar,j^,  z)  =  o,  on 
aura  une  équation  du  second  ordre  entre  x  ^X  y.  En  l'in- 
tégrant, on  connaîtra  y^  et  par' suite  z^  en  fonction  de  x 
et  de  deux  constantes  arbitraires. 

Les  valeurs  de  a^i,  j^i,  z^,  y^^  Zx  se  détermineront, 
comme  dans  le  cas  précédent,  en  observant  qu'elles  doivent 
satisfaire  à  l'équation  F(a:,  j^,  z)  =  o.  On  aura  alors 
quatre  équations  pour  chaque  limite.  Les  deux  constantes 
arbitraires  se  déduiront  de  ces  équations,  ainsi  que  les 
valeurs  de  JP,  j^,  z  relatives  aux  limites. 


■  •Xwx 


SgO  LIVRE   IV. 


CHAPITRE  XXV. 

APPLICATION  A  QUELQUES  PROBLÈMES  PARTICULIERS. 


279.  Ligne  de  longueur  minimum.  —  Considérons 
d'abord  le  cas  où  Ton  ne  donne  pas  de  condition  générale 
entre  les  coordonnées  x,  j^  z  des  divers  points  de  cette 
ligne,  c'est-à-dîrc  où  elle  n'est  pas  assujettie  à  se  trouver 
sur  une  surface  donnée.    * 

L'intégrale  qui  doit  être  minimum  est 


i 


*2 


on  a  donc 

V=:i/i-f-r'^4-z'^= -7-5      M  =  o,     M'rmO, 

r'  dr  .  z'  dz 

N=:-.^^ —  ^,        TJi'= ^^^rrr--, 

^l^y'^^z'-"  ds  ^i^y'2-^z2         ds 

Les  équations  (i8)  deviennent 

^N  ^N' 


o,      -— -o; 


dûo  d,r. 

N  et  N'  sont  donc  constants,  et,  par  suite,  j^'  et  zK 

Soient 

/  =  C,     z'^zC, 

on  en  déduit 

7  =rCa?  -f-^,      zr=C'a:-f-rf'. 
Ainsi,  quelles  que  soient  les  conditions  relatives  aux  ex- 
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trémités,  on  trouve,   comme  on  devait  s'y  attendre,  les 
équations  d'une  ligne  droite. 

L'équation  (19),  qui  doit  avoir  lieu  pour  chaque  extré- 
mité, devient 

I^J?  -H  /'  ^J^  H-  »'  9z'=  O, 
OU 
dx  Sx  -i-  djr  Sx  •-\"  dz  Sz  z=  o. 

Or  il  y  a  trois  cas  à  examiner  pour  chaque  extrémité  : 
1°  Si  l'extrémité  (j?i,jKi7  ^1)  ®st  fixe,  on  a 

dxi  =  o,     êjTt  =  0,     5z,  =:  o  ; 

ses  coordonnées  Xi,j^i,  Zi  sont  données,  et  les  constantes 
C,  C,  rf,  rf'  devront  satisfaire  aux  deux  conditions 

Jr^  =z  Car,  -4-  d,     3,  =z  C'x,  -{-  rf'. 

2^  Si  cette  extrémité  satisfait  à  une  équation 

F{.T,jr,z)  =  o, 

on  aura 

^F  ^  dF  ^  dY  ^ 

dx  d"   *^'  "*"  "^ "'  =  ^* 

Éliminant  î-^i  entre  l'équation  (19)  et  celle-ci,  puis  éga- 
lant à  zéro  les  coefficients  de  dxi  et  Sji ,  on  obtient 

^F         ,dF         ,dF        ,  dF       ^,   ,      dF         ,dF 
dz  dx  dz  dy  dy  a.r 

ou 

dY_dF        ^_rdF 
dz  dx        dy  dx 

équations  dans  lesquelles  x^j^  z  sont  remplacés  par  o^i, 
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Ces  deux  équations  seront  jointes  à  F(a:i,  /i,  ifi)  =  o, 
et  aux  deux  suivantes  : 

On  aura  ainsi  cinq  équations  entre  Jfi,  j^i^  J^i  et  les 
quatre  constantes. 

3°  Si  l*on  donnait  deux  équations  entre  0:1,^^1,-21,  on 
arriverait  de  même  à  cinq  équations  entre  elles  et  les  con- 
stantes. 

Ainsi,  pour  chaque  extrémité,  soit  libre,  soit  assujettie 
à  une  ou  deux  conditions,  on  trouve  toujours  deux  équa- 
tions entre  les  constantes,  ou  directement,  ou  par  Télimi- 
nation  de  Xi,  ji^  Zj.  Donc  les  quatre  constantes  pouiront 
toujours  être  déterminées  par  les  conditions  relatives  aux 
deux  limites. 

280.  L'équation  [a)  renferme  une  propriété  géomé- 
trique remarquable  de  la  ligne  minimum.  En  effet,  elle 
exprime  que  la  direction  qui  fait,  avec  les  axes,  des  angles 
dont  les  cosinus  sont  proportionnels  à  rfjc,  dy^  dzy  est  per- 
pendiculaire à  celle  dont  les  cosinus  sont  proportionnels 
à  5x,  ^,  5z.  D'où  il  résulte  que  la  tangente  à  la  ligne 
cherchée,  menée  par  l'une  quelconque  de  ses  extrémîte's, 
est  perpendiculaire  à  toutes  les  directions  suivant  lesquelles 
cette  extrémité  peut  se  mouvoir.  Elle  est  donc  normale  à 
la  courbe  ou  à  la  surface  sur  laquelle  doit  rester  cette 
extrémité,  si  elle  n'est  pas  fixe  de  position. 

281 .  Supposons  maintenant  que  la  ligne  cherchée  soit 
assujettie  à  se  trouver  sur  une  surface  donnée,  ayant  pour 
équation 

F{ar,  j,  z)=zO\ 


il  faudra,  dans  ce  cas,  satisfaire  à  l'équation  (20),  qui 


se 
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rédmtk 

dz   da:        djr    dx  dz      ds         dj      ds 

Cette  équation  de  second  ordre,  jointe  à  la  précédente, 
donnera  j^  et  z  en  fonction  de  x  et  de  deux  constantes  ar- 
bitraires. 

Uéquation  (19)  aura  lieu  pour  chaque  limite,  et  démontre 
encore  que,  si  elles  ne  sont  pas  fixes,  la  courbe  cherchée 
est  perpendiculaire  aux  courbes  suivant  lesquelles  elles 
peuvent  se  mouvoir  sur  la  surface  donnée.  Dans  Tun  et 
1  autre  cas,  les  constantes  se  déterminent  par  les  moyens 
déjà  indiqués. 

ooa    T»^  •       dF dW        dF  d^z  ^  , 

ZoZ.  L  équation  -; — r^  =  - — --  fait  connaître  une  pro- 
^  .  dz  ds^         dy  ds^  ^ 

priété  remarquable  de  la  ligne  minimum.  En   effet,  la 

droite  qui  joint  un  quelconque  de  ses  points  au  centre  de 

courbure  fait,  avec  les  axes,  des  angles  dont  les  cosinus  sont 

rf'x    d^Y    d^z 
pioportionnels  à  --—5  --^,  -r-;  et  les  cosinus  relatifs  à  la 
^   ^  ds^      ds*     ds*  ' 

,     ,  .  r  .  ,     .  dF    dF    dF 

lUMmale  a  la  surlace  sont  proportionnels  a  —5  —5  —  • 

*/ 

Or  Téquation  précédente  donne 


d'X 

d*z 

ds* 

ds* 

dF 

"dF' 

djr  dz 

^  il  est  facile  de  voir  que  ces  rapports  sont  aussi  égaux  à 
"Jfî  car  la  symétrie  des  données  relativement  k  x^  jr^  z 
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montre  qu'en  dirigeant   autrement  le   calcul    on   aurait 
trouvé  ce  dernier  rapport  égal  à  Tun  des  deux  autres. 

C'est,  au  reste,  ce  qu'on  peut  facilement  vérifier. 

En  effet,  les  équations  (i)  donnent 


d^r 

ds^ 

d^z 
ds^ 

d^y  dy    ^    d^z  dz 
ds^  ds     '    ds^  ds 

d^x 
ds* 

d? 

dY 
dz 

"   dFdx       dF  dz   "" 
dx  ds         dz  ds 

dF' 
dx 

comme  nous  l'avions  annoncé  ^  la  direction  de  la  normale 
à  la  surface  se  confond  donc  avec  celle  de  la  droite  menée 
du  môme  point  au  centre  de  courbure  de  la  ligne  minimum. 
En  d'autres  termes,  le  plan  osculateur  de  cette  courbe 
est  constamment  normal  à  la  surface. 

283.  ^ire  de  ré\^olution  minimum,  —  Proposons-nous 
de  trouver  la  courbe  plane  passant  par  deux  points  donnés, 
et  qui  engendre  une  aire  minimum,  en  tournant  autour 
d'un  axe  AX  situé  dans  son  plan. 


î^ 


L'intégrale  /     y  \]dx^  -h  dy^  devra  être  minimum;  et 

n'entrant  pas  sous  le  signe  1  ,  il  est  convenable  d'appliquer 

les  équations  (i6)  ou  (17).  En  prenant  les  premières,  et 
observant  que  L,  N,  P, . . .  sont  nuls,  on  trouvera,  en  dé- 
signant par  c  une  constante  arbitraire, 


ydx 
M  -—  c     ou     — — •  -        _  =:  c; 


d'où  Ton  tire 


I         dy^\         ,  cdy 
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3t,  en  intégrant, 


X  —  c 


'.  =  i(r±slz!^y   ^  ^  ^__^ 


ce   *^ 


d'où 

équation  d'une  chaînette  dont  les  branches  infinies  s'élè- 
rent  au-dessus  de  l'axe  des  x^  la  direction  de  la  pesanteur 
étant  supposée  perpendiculaire  à  cet  axe. 

Les  constantes  c,  c^  se  détermineront  en  exprimant  que 
l'équation  est  satisfaite  par  les  coordonnées  des  points 
donnés.  Si  Ton  considère  le  cas  le  plus  simple,  où  les  or- 
données de  ces  points  sont  égales,  la  courbe  sera  symé- 
trique par  rapport  à  la  perpendiculaire  à  Taxe,  menée  à 
égale  distance  de  ces  deux  points,  et  que  nous  prendrons 
pour  axe  des  y.  Soient  a  et  — a  leurs  abscisses  respectives 
et  b  leur  ordonnée  \  on  aura  d'abord  Ci  =  o  pour  que  l'équa- 
tion ne  change  pas  quand  on  remplace  x  par  —  x  :  puis 

a 

ce  qui  détermine  c. 

Si  1  on  pose  -  =  m,  on  a  —  =  -  (e**-!-  e"""),  et  1  on  con- 
naîtra u  par  Tintersection  de  la  droite  j^  =  —  et  de  la 
chaînette^  =  -  (e"  -:-  e""*)  \  la  valeur  de  c  s'ensuivra. 

284.  n  n'est  pas  toujours  possible  de  satisfaire  à  l'équa- 
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tion 

20       e^-^er^ 


a  u 


En  effet,  le  second  membre  est  infini  pour  m  =  0  et 
M  =  00  -,  dans  Tintervalle,  il  reste  fini  et  positif  :  il  a  donc 

un  minimum,  et  le  problème  serait  impossible  si  —  était 

moindre.  Cherchons  donc  la  valeur  de  —  relative  à  ce 

a 

minimum  :  il  y  aura  une  seule  solution  si  Ton  donne  — 

égal  à  cette  valeur;  deux  s'il  est  plus  grand,  et  aucune 
s'il  est  plus  petit. 

La  valeur  de  u  relative  à  ce  minimum  satisfait  à 

U 

Si  Ton  éliminait  u  entre  cette  équation  et  la  précédente)  on 
aurait  Téquation  qui  doit  déterminer  la  plus  petite  valeur 

que  -  puisse  avoir  pour  que  le  problème  soit  possible. 

Si  Ton  observe  qu'on  a  identiquement 

la  dernière  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 


u 
d'où  résulte 


^(^«.^^«)2__4^ 


et  par  suite 
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Op 

==«■— C-«=2    «  H ,  H 

a  \  I .2.3        1.2... 

d'où 

a      V         *'L  1.2.3  1.2. ..5  j' 

Si  l'on  néglige  -r  dans  le  second  membre,  il  devient  trop 
petit;  ainsi  Ton  a 

b^  I  f 


a  1 .2.3        I . .  .5 

La  réciproque  de  cette  valeur  est  donc  plus  grande  que 

•7;  et,  si  on  la  substitue  dans  le  second  membre,  il  devient 
0 

trop  grand  et  donne  une  limite  supérieure  de  -•  Il  en  ré- 
sulte une  valeur  trop  grande  pour  ->  et,  en  continuant 

■ 

ainsi.  Ton  aura  une  série  de  valeurs  alternativement  plus 
grandes  et  plus  petites  que  ->  et  qui  s'en  rapprocheront 
indéfiniment.  On  trouvera  ainsi 

-=1,19967. 

Il  faut  donc  que  le  rapport  -   soit  au  moins  égal  à 

1,19967  pour  qu'il  y  ait  une  courbe  qui  engendre  une 
aire  minimum;  et  Ton  concevra  la  possibilité  qu'il  n'en 
existe  pas  si  l'on  observe  que,  lorsque  la  courbe  coupera 
l'axe,  les  ordonnées  deviendront  négatives,  et  l'intégrale 
décroîtra  indéfiniment. 
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Si  l'on  a  -  >  1,19967,  on  a  deux  solutions^  maïs  elles 

ne  peuvent  donner  deux  minima,  car  il  devrait  y  avoir 
un  maximum  intermédiaire,  ce  qui  exigerait  trois  solu- 
tions. Elles  ne  peuvent  non  plus  donner  deux  maxima; 
elles  donnent  donc  un  maximum  et  un  minimum.  L'inté- 
grale diminuant  jusqu'à  l'infini  négatif,  on  voit  que  le 
maximum  correspondra  à  la  chaînette  qui  aura  son  sommet 
le  plus  bas,  et  le  minimum  à  celle  dont  le  sommet  sera 
le  plus  élevé.  Cette  dernière  correspond  à  la  plus  grande 
des  deux  valeurs  de  c,  puisque  l'équation  de  la  courbe 
est 

et  qu'en  faisant  j:  ==  o  on  trouve  c  pour  ordonnée  du 
sommet. 

285.  Maximum  de  l'aire  des  courbes  isopérimètres.— 
Supposons  que  les  extrémités  de  la  courbe  soient  données, 
et  aient  pour   coordonnées  Xi^  j^  et  x^^  j^\  l'intégrale 

qu'il  faut  rendre  maximum  est  /     jdx^  et  l'on  doit  avoir, 

en  désignant  par  /la  longueur  donnée  de  la  courbe, 


/       dxsj 


l-^y'^^zl. 


On  posera,  d'après  la  règle  du  maximum  relatif, 

-  -I 
X  n'entrant  pas  sous  le  signe  1  ,  on  appliquera  l'équa- 
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tion  (17),  et  Ton  trouvera 


ou 


doù 


et  enfin 


(.r  —  ^)  v^i -♦-y -*- a  =  o  ; 

ax=  — y 


^  et  c'  désignant  deox  constantes  arbitraires.  La  courbe  est 
donc  nn  arc  de  cercle  ;  et  il  reste  à  trouver  les  constantes 
^■>  c,  c'.  On  exprimera  d'abord  qu'il  passe  par  les  deux 
points  extrêmes  donnés  M,  N  {Jig-  9),  ce  qui  donnera 

(ar, -</)'-+-(  j,-c)'  =  a% 
(x,  -  </)'+  ,>,  -  cy  =  a»; 

d'où 

équation  qui  exprime  que  le  centre  se  trouve  sur  la  per- 
pendiculaire éleyée  sur  le  milieu  de  la  droite  qui  joint  les 
extrémités. 

Soit  d  la  longueur  donnée  de  cette  droite, 

a  =  2xsin — 9 

écpiation  qui  détermine  ai  c  et  c'  s'ensuirront,  et  Ton 
^J^avera  deux  cercles  dont  les  centres  O,  (y  seront  %pné- 
^ques  par  rapport  â  la  corde  donnée.  L'un  se  rapportera 
ftu  maximum,  l'autre  au  minimum:  e^r  les  deux  aires  sont 
l'espectiTement  égales  au  trapèze  MPQ\,  augmenté  ou 
<lùiunué  de  la  même  quantité  >1R>^  donc,  si  l'une  est 
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maximum,  Tautre  est  minimum.  On  en  conclut  encore 
que  celte  surface  MRN  est  maximum  ;  et,  si  la  question  a 
pour  objet  Taire  comprise  entre  la  corde  donnée  et  l'arc, 
elle  n'est  susceptible  que  d'un  maximum,  et  il  est  déter- 
miné par  Tare  de  cercle  dont  la  corde  et  la  longueur  sont 
connues. 

Si  la  grandeur  de  l'arc  et  la  direction  des  axes  étaient 
telles,  que  le  segment  MRN  fut  coupé  par  les  ordonnées 
extrêmes,  cette  dernière  proposition  n'en  serait  pas  moins 
vraie  :  car,  si  l'on  suppose  la  courbe  déterminée,  on  peat 
y  tracer  d'une  infinité  de  manières  une  corde  telle  qne, 
pour  un  système  d'axes  convenable,  on  rentre  dans  le  cas 
précédent.  Or,  l'aire  totale  étant  maximum,  ce  segment 
le  sera  de  même  en  laissant  son  périmètre  constant  \  donc 
il  est  terminé  par  un  arc  de  cercle  :  ce  qui  ne  saurait  être 
pour  toutes  les  cordes  qu'on  peut  ainsi  concevoir,  si  la 
courbe  entière  n'est  pas  un  arc  de  cercle.  Si  les  deux  points 
M  et  N  se  confondent,  on  a  le  cas  d'une  courbe  fermée,  et 
l'on  voit  qu'elle  doit  former  un  cercle  entier. 

286.  Maximum*de  la  surface  engendrée  par  la  rés^ok' 
tion  de  courbes  isopérimètres,  —  Il  faut,  dans  ce  cas,  que 

ydx  yji-i-j'^  soit  maximum,   en  même  temps  que 


L 


X 


Jr-^t  . 

f       dx  sji.  "'-y^  ^^  /•,  on  devra  poser 
x^ 

Jn  x^  


ou 


^[(x  H-  a)  Sji-^  x'^dx]  —  o. 

Le  calcul  sera  le  même  que  dans  le  cas  déjà  traité,  où 
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l'on  ne  donne  pas  la  longueur  de  la  courbe.  Seulement 
y  +  se  est  substitué  à  y.  On  trouvera  donc 

La  courbe  est  encore  une  chainettc.  Les  trois  constantes 
a,  c,  Ci  se  détermineront  en  exprimant  que  la  courbe  passe 
par  les  deux  points  donnés  et  que  sa  longueur  est  /. 

.  287.  On  démontre  en  Statique  que  la  chainotte  est,  de 
toutes  les  courbes  isopérimètres,  celle  dont  le  centre  de 
gravité  est  le  plus  bas  possible.  En  admettant  cette  pro- 
priété, on  aurait  pu  conclure  que  la  courbe  qui  engendre 
l'aire  minimum  est  une  chaînette  dont  la  convexité  est 
tournée  vers  l'axe,  et  que  celle  qui  engendre  Taire  maxi- 
mum est  celle  qu'on  obtiendrait  en  supposant  l'action  de 
la  pesanteur  dirigée  en  sens  contraire. 

288.  Solide  minimum  engendré  par  la  ré^H>lution  de 
courbes  isopérimètres.  —  Soit  /  la  longueur  d'une  courbe 
qui  passe  par  deux  points  donnés  et  tourne  autour  d'un 
axe  situé  dans  son  plan  \  le  solide  engendré  aura  pour  ex- 
pression I  TTj^*  dx.  Ainsi  /  y^dx  devra  être  minimum, 
avec  la  condition 


X 


dx^li^-X'^z^l. 


On  devra  donc  poser 


et  la  condition  du  minimum  sera,  en  appliquant  la  for- 

Calcul  inf,  />.  —  ÎI .  26 
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mule  (17)5 

OU 

(jr^—  c)  V^+/^  -f-  a  =  O; 

d'où  l'on  tîre 


dx-==i 


)/o^'—{f'—cy 


Cette  équation  est  celle  de  la  courbe  nommée  élastii/w^, 
qui  représente  la  figure  d'un  ressort  en  équilibre  sous  l'acî- 
tion  de  certaines  forces.  On  ne  peut  l'intégrer  que  par 
série.  Les  deux  constantes  a  et  c,  ainsi  que  celle  qu'intro- 
duirait l'intégration,  se  détermineraient  en  exprimant  qxie 
la  courbe  passe  par  les  deux  points  donnés,  et  que  sa  lon« 
gueur  est  /. 

289.  Brachistochrone,  —  On  nomme  ainsi  la  courbe 
que  doit  suivre  un  corps  pesant  pour  descendre  d'un  point 
à  un  autre  dans  le  moindre  temps  possible.  En  désignant 
par  g  la  pesanteur,  on  a 


( 


en  désignant  par  x  les  ordonnées  comptées  verticalement, 
en  sens  inverse  de  la  pesanteur,  et  par  x^  celle  du  point  U 
plus  élevé.  On  tire  de  là 


î         ds 
dt  = 


et,  pour  satisfaire  à  la  condition  donnée,  il  faudra  qi 

r^*    ds 

rintégrale  /      -.  - '        soit  minimum,  ou  que  l'intégra 
L     sjx,-~x 
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négative  I      rfj:  t/ soit    maximum  5    ce   qui 

donne  d'abord  les  équations 

i       dr  \       dz        , 


d'où 


—  =  ->       ^=:-Z-f-C^ 


Cette  équation  montre  que  la  courbe  est  comprise  dans 
un  plan  vertical.  Prenons  ce  plan  pour  plan  des  x  eiy\  il 
est  connu,  puisqu'il  renferme  les  deux  points  donnés.  On 
a  alors  z  =  o,  et  il  ne  reste  que  l'équation 


i        dy              j»  »      ^                   dx>Jx,-^x 
-==— =  c,     dou     dx=z 


y/i.  __  (^,  _  ^) 


Si  Ton  change  x^  —  a:  en  x^  cette  équation  devient 


dyz=zdx 


s/P 


ce  qui  s'intégrera  facilement. 

Cette  courbe  est  une  cycloïde  dont  nous  allons  recon- 
naître la  position. 

6  et  C  {fig'  10)  étant  les  deux  points  donnés,  la  trans- 
formation que  nous  avons  faite  revient  à  prendre  l'origine 
enB,  et  l'axe  des  x  dans  la  direction  de  la  pesanteur.  Dans 
ce  système  d'axes,  une  cycloïde  dont  la  base  serait  BY  et 
l'origine  en  B  aurait  pour  équation  différentielle 


dy 


~dxK ; 

V    2a  —  X 


a  étant  le  rayon  du  cercle  générateur. 

26. 
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La  courbe  cherchée  est  donc  une  cycloïde  dont  la  bas^^ 

est  BY,  le  diamètre  du  cercle  générateur  -  9  et  dont  Fun^^ 

des  extrémités  de  la  base  est  B. 

La  constante  c  se  déterminera  en  exprimant  que  Téqua—  _ 
lion  finie  de  la  cycloïde  est  satisfaite  par  les  coordonnée 
du  point  C. 


290.  Supposons  maintenant  que  les  deux  points  e 
trèmes,  aii  lieu  d'être  fixes,  soient  assujettis  à  se  trou? 
sur  des  courbes  données.  On  parviendrait,  comme  dans    £^ 

premier  cas,  à  l'équation  j'  =  -^  ^  -f-  c^,  qui  prouve  que  J^ 

courbe  est  encore  située  dans  un  plan  vertical.  Ce  plan  esc 
inconnu,  mais  Féquation  de  la  courbe,  rapportée  i  des 
axes  pris  dans  ce  plan,  n'en  aurait  pas  moins  la  forme  déjà 
trouvée  ;  d'où  l'on  conclut  que  cette  courbe  est  une  cycloïde 
dont  la  base  est  horizontale  et  dont  Torigine  est  au  poiat^ 
de  départ.  Tout  se  réduit  à  trouver  les  coordonnées  de» 
deux  points  extrêmes  et  le  rayon  du  cercle  générateur.  Les 
deux  limites  étant  indépendantes  l'une  de  l'autre,  on  devra 
avoir,  pour  la  première,  l'équation 

Dans  le  cas  actuel,  on  a 


y  x^ —  X 


2 

9 


N'=    , .- =c'. 
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Sri  "~  ï  ""  i  * 

[xx — x)  ^[xi — xy 

L'équation  (a)  deviendra  donc 

\p^  (^.  -^r  ds  ^--.r-.. ^y^cy-^ c-z-1  Sx,  j  ^., 

L'intégration  par  parties  donne 


/- 


s 


^--^^j:v^7Tr'^-+-z''=r--(x, --*)■'  V>+r"-+-«" 


J        v/i-f-y*-Hz'«  j 

Il  faut,  dans  cette  dernière  quantité,  substituer  à  x  succes- 
sivement Xf  et  Xi^  et  retrancher  le  second  résultat  du 
premier.   Pour   éviter  la    difficulté    relative    au    facteur 

(xi  —  x)  *j  qui  devient  infini,  nous  prendrons  d'abord 
une  limite  différente  de  Xi  et  nous  opérerons  les  réduc- 
tions, puis  nous  passerons  à  la  limite  Xi .  Les  trois  termes 
V —  cjr' —  c'z\  relatifs  à  cette  limite  qui  tend  vers  oti,  se- 
ront détruits  identiquement,  et  il  restera  enfin  Téquation 

{b)  (— V-*-cj''-4-c'z')|^.r,  — cJ^Ti  — ^^2i  =  0' 

En  substituant  les  valeurs  de  V,  c,  c',  on  trouve 
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et  Téquation  (b)  devient 

Elle  exprime  que  le  dernier  élément  de  la  courbe  che^  - 
chée  est  perpendiculaire  à  la  direction  de  la  tangente     ^ 
la  première  courbe  donnée,  au  point  de  départ. 
L'équation  relative  à  la  seconde  limite  est 

(V  —  Nj'  —  N'z' ), Bx^  -f.  N^r,  4-  N'^z,  r=  G 
ou 

dxi  dxi  -r-  d/i  Sjr2  -r-  dZi  9z2  =  G, 

ce  qui  montre  que  le  dernier  élément  de  la  cycloïde  ^st 
perpendiculaire  à  la  tangente  à  la  seconde  courbe  don- 
née, au  point  d'arrii^ée. 

Ces  diverses  conditions  déterminent  la  cycloïde  dont  Je 
premier  élément  est  toujours  vertical,  et  la  base  hori- 
zontale. 

Si  les  deux  courbes  étaient  dans  un  même  plan  vertical, 
les  propriétés  que  nous  venons  de  démontrer  prouveraient 
que  les  tangentes  aux  courbes  données,  aux  points  de  dé- 
part et  d'arrivée,  sont  parallèles  entre  elles. 
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CHAPITRE  XXYI. 

CALCUL  DES  DIFFÉRENCES  FINIES. 


291 .  On  appelle  différence  d'une  variable  raccroîsse- 
ment  fini  qu'elle  reçoit.  Les  différences  des  fonctions  sont 
détenninées  par  celles  des  variables  dont  elles  dépendent  : 
^^  les  désigne  toutes  indistinctement  par  la  caractéris- 
tique û. 

La  différence  entre  les  deux  valeurs  que  prend  une  fonc- 
^on  quand  la  variable  dont  elle  dépend  prend  deux  valeurs 
successives  se  nomme  la  différence  première  de  cette  fonc- 
tion. Cette  différence  est,  en  généra],  une  fonction  de  la 
même  variable,  et  sa  différence  première,  correspondant  h 
^  nouvel  accroissement  égal  de  celte  variable,  se  nomme 
la  différence  seconde  de  la  fonction.  La  différence  de  la 
différence  seconde  est  la  différence  troisième  de  la  fonc- 
tion^  et  ainsi  de  suite.  Si  l'on  désigne  par  u  cette  fonction, 
^s  différences  successives  sont  représentées  par 

Air,     A-a,     A'a,...,     A^tf. 

292.  Supposons  généralement  que  la  différence  ^x  soit 
mie  fonction  déterminée  f(x)^  et  soient 

'es  valeurs  successives  qui  en  résultent  pour  la  variable  x  ; 
«  telle  sorte  que  Ton  ait 

*i  =  «  -T-  Ax,     ar,  =r  j:,  -f-  Ax,,     ar,  =  x^  -î-  Axj, . .  , , 

^u^ations  qui  pourront  encore  s'écrire  de  la  manière  sui- 
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vante  : 

Xi  zzz  X  -{-  àx  -h  Ax,  H-  AXa, 

^m-i  =  a:  -T-  Ax  -f-  A.r,  -4-    . .  -f-  Ax«_i, 
Xfl,z=ar-f-Aa:-f-AXi-f-...  H-  Ax„«|. 

Toutes  ces  expressions  peuvent  être  considérdes  comme 
dépendant  uniquement  de  la  première  valeur  arbitraire  X] 
car  ùx  étant  une  fonction  de  x,  Xi  ou  a:  +  Ar  l'est  de 
même.  Axi  ou  f{x^)  est  donc  aussi  fonction  de  x  seule- 
ment, et  par  suite  aussi  Xj,  qui  est  égal  à  x  -4-  Ar  -H  ÛXi. 
De  même,  Ax,  ouy*(xs}  sera  fonction  de  x  seulement,  et 
par  suite  aussi  Xs;  et  ainsi  des  autres  indéfiniment. 

Il  est  encore  utile  d'observer  que  chacune  de  ces  valeurs 
successives  peut  se  lormer  de  la  précédente,  en  y  changeant 
X  en  X  +  ùkX.  En  effet,  supposons  qu'il  en  s<Mt  ainsi  jus- 
qu'à x„^i  inclusivement,  et  changeons  x  en  x  -f-  Ax  dans 
wCiii-i  •  son  premier  terme  x  devient  x  -H  Ax^  son  deuxième 
terme  Ar  devient  ùx^  *,  son  troisième  Ari  devient  Atd 
et  enfin  son  dernier  devient  Ù^Xm-.^  \  par  conséquent,  a:«i-i 
se  trouvera  changé  en  x,„.  La  proposition  est  donc  générale, 
puisqu'elle  est  vraie  pour  Xj.  Si  maintenant  on  consi- 
dère une  fonction  quelconque  u  =  cp  (x),  et  que  Ton  dé- 
signe par 

U,       Ui^       «a,       Uiy  .  .  .  ,       2/0,_|,       Wfl,, .  .  . 

\q%  valeurs  correspondant  à  x,  Xi,...,  x^,  chacune  de 
ces  valeurs  successives  de  u  pourra  être  considérée  comme 
fonction  de  x  seulement,  et  se  déduira  de  la  précédente 
en  y  changeant  x  en  x  -f-  Ax*,  car,  puisque  Ton  a  généra- 
lement 
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et  <jne  2r«  ne  dépend  que  de  jt,  el  s'obtienl  en  chan^euil 
^XT  en  X  +  Ar  dans  x.^i,  ii.  sera  aussi  fonction  de  x  seal« 
et.    se  déduira  évidemment  de  1/..1  par  ce  même  change- 


293.  D'après  la  définition  que  nous  avons  donnée  des 

di  Cférences  successives,  la  deuxième  différence  A*  u  sera  Tac- 

croissement  que  prendra  Ùm  quand  on  y  changera  x  en 

^z^  -4-âx^  la  troisième  difierence  A'u  sera  Taccroissement 

de  A'u  résultant  du  même  accroissement  Ar  que  l'on  y 

iera  suhir  à  x;  et  ainsi  de  suite. 

De  même,  Aui  étant  l'accroissement  de  iii  relatif  à  l'ac- 
croissement Axi  donné  àxi,  A'ui  sera  l'accroissement  de 
Aii|  quand  on  y  fera  croître  Xi  de  Axi  ;  et  de  même  pour 
les  différences  suivantes.  On  voit  donc  que  les  différences 
successives  de  Ui  seront  les  mêmes  fonctions  de  x%  que 
ceUes  de  u  le  sont  de  x;  et  il  en  sera  de  même  pour  les  dii- 
férences  de  li,,  ug,  •  •  •  ?  ^m?  etc.  U  résulte  de  là  que  toutes 
les  différences  de  u^  s'obtiendraient  en  changeant  Xm^i  en 
Xm  dans  les  différences  correspondantes  de  u^^x  \  ^t,  comme 
on  a  vu  que  ce  changement  s'opère  en  substituant  x  -f-  Ax 
à  X  lorsque  l'on  considère  x^.i  comme  exprimé  en  fonc- 
tion de  X,  il  s'ensuit  que  les  différences  d'un  même  ordre 
quelconque  des  quantités 


If,     «,,     «j,...,     //«-,,     u 


m 


•®  déduisent  chacune  de  la  précédente,  en  y  changeant  x 
®^  X  4- Ax.  On  observera  encore  que,  pour  obtenir  A'^up^ 
^  cst-à-dire  l'accroissement  de  A"~*  m^,  dans  lequel  on  change 

^p  en  x^-f-Xp,  il   suffit  de  prendre  raccroissement  que 

prend  A""*  u^,  considéré  comme  fonction  de  x,  dans  lequel 

^^  changera  x  en  x  -{-  ùx. 

Clcs  propriétés  appartiennent  aux  différences  successives 

^^  or,  comme  k  celles  de  la  fonction  quelconque  u. 
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294.  Il  est  facile  d'exprimer  la  difierence  A'*  u  au  moyen 
de  m  H-  I  valeurs  u,  Ui,  u,, . . . ,  u,„. 
En  eifet,  on  a  d'abord 

Pour  obtenir  A*  a,  il  faut,  dans  l'expression  de  Am,  chan- 
ger X  enx  -h  Ar,  et  en  prendre  raccroissement  résultant. 
Cette  substitution  changeant  respectivement  Ui  et  u  en  U) 
et  Ml,  on  trouvera 

De  même  A'u  sera  l'accroissement  de  l'expression  de  A'u, 
dans  laquelle  on  changera  x  eux-h-  Ao:,  et  l'on  aura 

On  voit  jusqu'ici  que  les  indices  de  u  décroissent  d'une 
unité,  depuis  Tordre  de  la  différence  jusqu'à  zéro  5  que  les 
coefficients  sont  alternativement  positifs  et  négatifs,  et  sont 
égaux  à'  ceux  de  la  puissance  de  même  ordre  d'un  binôme. 
Or  la  manière  dont  on  passe  d'une  différence  à  la  suivante 
prouve  que  cette  loi  est  générale. 

En  effet,  si  Ton  a 

A"tt  =  W„  —  A,  lin-i  -î-  A,  M„_j  — . . . 

+  A^  Un-~p        Ap^_|  Uji^p^\  -h  .  •  •  j 

la  différence  suivante  sera 


A"-»-»  u  z=  w„^.  —  A 


—  I 


W;,-f-  A2 

A. 


tt,l_l  ...  -^p+l 

—  An 


w„_,|,-h-«' 


La  loi  des  indices  de  u  est  donc  la  môme  pour  cette  dif- 
férence,  et  les  coefficients  se  forment  de  ceux  de  la  précé- 
dente, en  ajoutant,  en  valeur  absolue,  chacun  d'eux  à  celui 
qui  le  précède  :  donc,  si,  pour  une  différence,  ces  coeft- 
cients  sont  ceux  de  la  puissance  du  même  ordre  d'un  ii- 
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nôme,  tel  que  a  —  6,  ils  seront  soumis  à  la  même  loi  pour 
la  différence  suivante*  Donc  cette  loi  est  générale,  puis- 
qu'elle a  été  reconnue  pour  la  seconde  différence. 
On  a  donc,  quel  que  soit  m, 


0) 


A*a  =  Um —  niUm^i  H ^— «^_j  —  • .  .  nz  «  ; 

I  .2 


le  dernier  terme  sera  positif  si  m  est  pair,  et  négatif  dans 
le  cas  contraire. 

295.  Réciproquement  on  peut  exprimer  u^  au  moyen 
de  u  et  des  m  différences  ùu^  Ù^u^. .  .^  A'"u.  En  effet, 
on  a 

«j  =  a  -f-  Au,     i£,  =  i£  -I-  2  Att  -H  A'  «, . . . , 

et  comme  on  a,  en  général, 


Un  =  tt«_i  -h  Aw„_, 


on  voit  que,  si  Ton  a 


ir,_i  =r  «  -i-  A,  Atf  H-  Aj  A*  w  -f- .  .  , 


on  aura 


tt„=tt-'rA, 

-rl 


Au  -4-  Aj 

A. 


A^u  -:-. .  .-!-A^+, 
-l-A„ 


A"-»-»  //-:-.... 


Donc,  si  les  coefficients  des  termes  de  w„_i  sont  ceux  du 
développement  de  (a-f-S)'*~%  les  coefficients  des  termes 
de  11^  seront  ceux  de  (a  -H  S)"  :  quant  aux  indices  des  diffé- 
rences, ils  croîtront  de  même  depuis  o  jusqu'à  n.  Or 
*^^  lois  ont  lieu  pour  Ut,  dont  elles  sont  générales,  et 
l'oaa 

f^\  m  (m  —  I  )    , 

V^)  Ug,=zu  -'cm Au  H ■ A'u-\- ,.  .-hA^w. 

1.2 


L'analogie  entre  les  seconds  membres  des  équations  (i) 
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et  (a)  et  le  développement  de  la  puissance  m  d'un  bi- 
nôme permettent  de  les  remplacer  par  les  équations  sym- 
boliques très-simples 

A"ttr=(M  —  l)**,      w^z=:(l -f- Aa)", 

dans  lesquelles  il  faut  entendre  que  les  exposants  des  puis- 
sances de  u  et  Au  sont  remplacés  par  des  indices. 

296.  Différentiation  des  fonctions.  —  La  différence 
première  d'une  fonction  m  ^:=  F  [x)  est  F  (x  H-  Ar  )  — F(j:]. 
Voyons  ce  que  deviennent  cette  différence  et  celle  des  ordres 
suivants,  quand  on  prend  pour  F(  j:)  les  fonctions  simples 
•3CiHî  à'^  log^»  sinaj:,  cosao:,  et  que  Ton  suppose  àx 
constant. 

Soit  d'abord  u  =  Aa*"^  m  étant  positif,  on  aura 

AMnr  A    /wjr^-'Ax-h  "^        ~"      jr^-^Aj:^-!-.  .  .-4-  Aa*   • 

La  première  différence  d'un  monôme  est  donc  d'un 
degré  moindre  d'une  unité;  et  il  en  est  de  même  d'un 
polynôme  quelconque,  puisque  la  différence  d'une  somme 
est  la  somme  des  différences. 

D  résulte  de  là  que  la  différence  m'*'"*  d'un  polynôme 
entier  du  degré  m  est  indépendante  de  x.  Soit,  par 
exemple, 

u  =^  kaf^  4-  Al  x"-*  -V- ...  -H  A«; 

pour  la  trouver,  il  suffira,  dans  chaque  différence  succes- 
sive, de  considérer  le  terme  du  degré  le  plus  élevé  :  car  les 
termes  fournis  par  les  autres  disparaîtront,  au  plus  tard,  « 
la  dernière  différentiation:  donc  ils  ne  changeront  en  nen 
le  résultat.  Il  n'est  donc  nécessaire  de  calculer  que  la  diflë- 
rence  m*^'"*  de  Aa:*". 

Sa  première  différence  a  pour  premier  terme 

A/WJc"'—*A-r, 
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et  nous  négligerons  tous  les  suivants  dont  le  degré  est 
moindre.  La  difiërence  de  ce  premier  terme,  dans  lequel 
nous  supposons  ùx  constant,  a  pour  premier  terme 

et  nous  négligerons  encore  les  suivants. 

Eln  continuant  ainsi,  on  arrive  évidemment  à 

A"ii  =  Am  (m  —  i)  ('w —  a). .  .2.1  Aj:". 

La  différence  m'**"'  étant  constante,  quel  que  soit  x,  les 
différences  d'ordres  plus  élevés  sont  nulles. 

297.  Si  Ton  considère  le  produit  de  n  facteurs,  croissant 
par  degrés  égaux  à  ^x, 

u=[x  -^  Ax)  (x-h  2ùlx).  .  .[xH-(/i —  i)  Aar], 
on  trouvera  immédiatement 

An  =  (ar  -f-  A4?)  (j?  -h  2  Aj?) .  .  .[.r  -4-  (/f  —  i)  Ax] /ï Ax, 
A»«  =  (ar-f-  2Ar). .  .[x-4-  [n  —  i)  A.r]/2(/z  — -  i)Ax% 

• •••.. I 

A"iï  =  [n  —  i). .  .2.1  Aj:*. 

Toutes  les  différences  suivantes  sont  nulles. 

Si  l'on  avait 

I 


u 


X[X  -+-  àx)  .  .  .  [-C  -i-  (/l  —  i)  Ax] 

on  trouverait 

—  /îAx 


A»tt=: 


X  (x  -4-  Ax)  .  . .  (x  -T-  /lAxj 
n{n  -h  i)  A r» 


X  (x  -i-  Axj  .  . .  [x  H-  (/i  -t-  i)  Ax] 

—  «(/iH-  l)  f/ï  -4-  2)  Ax* 
x(x-f-  Ax) .  .  .  [x-4-  {/IH-  2)Ax] 

et  ainsi  de  suite  indéfiniment. 
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298.  La  formule  générale  (i)  devient,  dans  le  cas  de 

u  =  x"^ 

^•^1/=  (ar  +  màx)'* —  m[x  -h  (/» —  i)  àxf 

Si  m  =  n^  le  second  membre  est  égal  à  i .  2 . 3 . . .  nùar"^^ 
quel  que  soit  x.  Si,  dans  ce  cas,  on  fait  x  =  o,  on  obtiei^^- 
quel  que  soit  le  nombre  entier  tz, 

n(n  —  i)  ,  y  m, 

V  /  1.2        ^  '  ^^  ' 

Si  Ton  a  /7z^  72,  A'^u  est  nul,  et  Ton  a,  en  faisant  x=:  o, 

,  .         m[m  —  i)  ,  . 

m"  —  m(m  —  ir  H '-  [m  —  2r-f-.  .  .ii:iïi=:o. 

^  '  1.2  '  ^^ 

Ces  deux  formules  remarquables  sont  utiles  dans  la 
théorie  des  nombres. 

299.  Soit  maintenant 


u  =  rt*, 


on  aura 

donc 

A^w  =  «•^(a^"'— I)^ 


A'"tt  — û'(a^— l)'". 


300.  Soit 


tt  =  logdT, 


on  aura 


A£/  =  log [x  -f-  Aor)  —  logor  =:=  log  (  IH ^  j 
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Soit 

u  =  sin  [ax-^  b), 

ivera 

au  =  sin  (ax  ■+■  aAx  -^b)  —  sin  (ax  -f-  b) 

=  asm sin  (  ax  -\ h  »  )  • 

C08  (ao:  +  &),  on  aura 

Au  =  cos(aj;  -{-  a^x  -\-  b)  —  cos(ax  -\-  b) 

.    aàx    .     /             a^x        _\ 
=  —  2  sin sm  (  ax  H \-  b]* 

2       V         2        y 

yen  de  ces  deux  formules,  on  obtiendra 

sin(a:r  -h  b)z=  —  4 sin' sin  [ax  H-  a^x  -■-  ^), 

général, 

(a  ^x  \  " 
sin I  sin(aa:  -^na^x  -h  b)^ 

4-  b)  =±2*"+'  (sin — ^J       ces  j  û;c  +  (/2  H-  -j  aAx -4-  b 

les  supérieurs  devant  être  pris  lorsque  n  est  pair,  et 
les  inférieurs  quand  n  est  impair, 
erait  un  calcul  semblable  pour  cosax. 

La  diflFérence  m'*"^  ÙT'a  peut  s'exprimer  générale- 
lU  moyen  des  dérivées  de  u.  On  peut  aussi  la  repré- 
par  une  formule  symbolique  très-simple. 
A  d'abord 

du  d^u   A;r2 

Att  =  -7-  Ax  H — -— h .  • . . 

ax  dx^    1 . 2 

i  change  u  en  Ai<,  on  aura  A'u,  et  il  est  facile  de 
(l'aucun  terme  ne  renfermera  une  dérivée  d'ordre 
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inférieur  au  second.  En  continuant  ainsi,  on  reconnaît  que 
A*"»  sera  de  la  forme  suivante  : 

d"^  u  rf""*"'  u 

les  coefficients  A,  Ai,. .  •  étant  indépendants  de  la  forme 
de  la  fonction  u. 

Pour  les  déterminer,  posons  u  =  e*,  Téquation  devien- 
dra, en  supprimant  le  facteur  e*, 

{e^—  i)-  =  Ailr" 4- Al  Aa:~+»  -h. . . ; 

et,  comme  Ax  est  indéterminé,  les  coefficients  des  mêmes 
puissances  devront  être  égaux  dans  les  deux  membres*,  on 
connaîtra  donc  A,  A^ , . . .  • 

La  valeur  de  A^u  peut  se  représenter  par  une  formule 
symbolique,  en  observant  que  le  second  membre  de  la 
dernière  équation  se  cbangerait  dans  la  valeur  de  A^'usi 

Ton  substituait  —  Ax  à  A j:,  et  que,  dans  les  puissances 

de  —j  Texposant  du  numérateur  fût  changé  en  indice  de 
diilérentiation.  On  aura  donc,  dans  ce  sens, 

/  ^Ax  Y 


On  remarquera  aussi  que,  si  ^"^u  doit  être  nulle,  quels 
que  soient  x  et  Ao:,  il  faut  que  les  coefficients  de  toutes 

les  puissances  de  Aj:  soient  nuls  •,  ce  qui  exige  -^ —  =  o, 

-y- — —  =  o, . . . ,  quel  que  soit  x  :  donc  u  est  nécessairement 
une  fonction  entière  du  degré  m  —  i . 

303.  Lorsqu'on  sait  trouver  la  difierence  de  deuxfonc- 
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lions,  il  est  facile  de  trouver  celle  de  leur  produit,  ou  de 
leur  quotient)  au  moyen  des  formules 

A  (  uv)  z=v  Au  -*-  «  Ar  H-  Aa  Af , 
w         V  Ali  —  u  Av 

A  —  £= • 

v  v(v  H-  Av) 

Si  Ton  considérait  les  produits  de  plus  de  deux  facteurs,  la 
formule  se  compliquerait  rapidement.  Dans  le  cas  où  ils 
seraient  égaux,  on  trouverait  immédiatement 

X                                   /2^«  —  i) 
A(i/")  =  /z«*-*  Atf  H «»-'  Au*  4-.  .  .  H-  A«\ 


»«t«i 


Cal.  in/.  Z>.  —  H.  ^-j 
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CHAPITRE  XXYII. 

CALCUL  INVERSÉ  DES  DIFFÉRENCES, 


304.  L'objet  qu'on  se  propose  dans  ce  calcul  est  de  re* 
monter  de  la  dilTérence  d'une  fonction  à  cette  fonction 
même  \  ou,  plus  généralement,  de  déterminer  une  fonction 
quand  on  connaît  une  relation  entre  elle,  ses  différences 
d'ordre  quelconque  et  la  variable  indépendante. 

La  différence  d'une  quantité  indépendante  de  la  variable 
étant  zéro,  il  s'ensuit  que,  lorsqu'on  aura  trouvé  une  fonc- 
tion d'après  une  différence  donnée,  on  pourra  lui  ajouter 
une  constante  arbitraire,  et  l'on  aura  une  solution  plus 
générale  de  la  question^  mais  ce  ne  serait  pas  la  plus  géné- 
rale, comme  dans  le  Calcul  infinitésimal  *,  et,  pour  l'obtenir, 
il  faudrait  ajouter  à  la  fonction  trouvée  la  fonction  la  plus 
générale  ayant  pour  différence  zéro. 

Or,  si  l'on  donne  à  x  l'accroissement  Aor,  toute  fonction 
périodique  de  x  ayant  Ax  pour  période  prendra  un  ac- 
croissement nul,  à  partir  d'une  valeur  quelconque  de  x\ 
et,  réciproquement,  il  n'y  a  qu'une  pareille  fonction  qui 
soit  dans  ce  cas  pour  toute  valeur  de  x.  On  voit  donc  que, 
lorsqu'on  donne  l'expression  de  la  différence  d'une  fonc- 
tion de  x^  relative  à  la  différence  ùx  de  cette  variable,  il 
suffira  de  connaître  une  fonction  particulière  qui  satisfasse 
à  la  question  5  et  l'on  obtiendra  la  solution  la  plus  générale 
en  lui  ajoutant  une  fonction  périodique  arbitraire,  ayant 
pour  période  la  différence  donnée  Ax. 

On  sait  que  toute  fonction  périodique  peut  être  repré- 
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sentee  par  une  série  convergente,  dont  le  terme  de  rang 
n-i-i  a  la  forme 


A«sm  — h  B„cos  — - — , 

/  étant  la  grandeur  de  la  période.  On  voit  donc  que,  dans 
le  problème  inverse  des  diâerences,  la  constante  arbitraire 
sera  remplacée  par  une  série  dont  le  premier  terme  sera 
constant,  et  le  terme  de  rang  n  + 1 , 

A,  sm h  B,cos  — - — . 

Ar  Ar 

C'est  là  ce  que  nous  désignerons,  pour  abréger,  sous  la  dé- 
nomination de  constante  arbitraire. 

Si  cette  quantité  devait  être  constante  quel  que  fût  Ar, 
alors  l'étendue  de  la  période  étant  nulle,  on  aurait  une 
quantité  absolument  indépendante  de  x. 

Nous  représenterons  par  Zu  la  fonction  générale  dont  la 
différence  première  est  u;  par  S'u  celle  dont  la  différence 
seconde  est  u,  et  ainsi  de  suite. 

305.  Si  l'on  considère  une  valeur  quelconque  x^  de  la 
variable  et  une  autre  valeur  x  telle  que  Xn  =  x  -h  n  ùx^ 
n  étant  un  nombre  entier  quelconque,  il  est  facile  d'expri- 
mer l'accroissement  que  prend  la  fonction  F(x)  dont  la 
difilérence  est  ii,  lorsque  la  variable  passe  de  x  k  x^^  car 
il  est  la  somme  des  accroissements  correspondant  aux  va- 
leurs a:,  or-l- Aj:,.  . .,  X'h{n — i)Ac,  et  sa  valeur  est, 
p^  conséquent, 

on  a  donc  f 

F(a?„)  =  F(ar)-f-«4-"i  -f-..  .4-  «»-i. 

La  fonction  F  (ar),  dont  la  différence  est  m,  peut  être  con- 
sidérée comme  renfermant  une  constante  arbitraire,  ou 

27. 
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plutôt  comme  étant  elle-même  une  constante  arbitraire,  si 
Ton  particularise  la  valeur  x. 

Si  on  la  désigne  par  C,  et  qu'on  représente  par  Si/„  la 
fonction  la  plus  générale  qui  a  pour  différence  u^,  on  aura 
la  formule  suivante  : 


(l)  2«„  =  C-htt  -4-  tf|-+-tt,4-.  . .-+-  «I 


»— !• 


306.  Il  est  nécessaire  d'observer  que  la  fonction  pé- 
riodique qui  entre  dans  C  devra  être  traitée  comme  une 
quantité  indépendante  de  x  dans  les  intégrations.  En 
effet,  supposons  qu'on  cherche  la  fonction  la  plus  géné- 
rale dont  la  différence  soit  la  fonction  f ,  dont  la  période 
est  Ax.  Si  l'on  considère  une  valeur  quelconque  de  x,  et 
toutes  celles  qui  en  diffèrent  d'un  multiple  queloonque 
de  Ao:,  les  valeurs  correspondantes  de  la  fonction  cher- 
chée seront  les  mêmes  que  si  f  était  remplacée  par  une 
constante  égale  à  sa  valeur  relative  à  la  première  valeur 
de  X.  Donc,  en  traitant  cf  comme  on  traiterait  une  quantité 
indépendante  de  x^  on  aura  la  fonction  dont  la  différence 
est  f . 

On  peut  d'ailleurs  le  vérifier  bien  facilement.  En  eflèt, 
la  fonction  dont  la  différence  est  une  quantité  a,  indépen- 
dante de  a: ,  est H  C,  C  désignant  une  constante  arbi- 
traire dans  le  sens  déjà  défini. 

Or  la  différence  de  —  est  o  :  donc  —  -H  C  sera  la  fonc- 

tion  la  plus  générale  ayant  pour  différence  y  ;  et,  comme 
elle  ne  diffère  de  la  précédente  que  par  le  changement  de  a 
en  cj>,  il  s'ensuit  que  ces  fonctions  périodiques  doivent  être 
traitées  dans  les  intégrations  comme  les  constantes  propre- 
ment dites. 
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Intégration  des  fonctions. 

307.  Nous  commencerons  par  faire  observer  que  tout 
facteur  constant  peut  être  placé  indifféremment  sous  le 
signe  Z,  ou  en  dehors^  et  que  l'intégrale  S  d'une  somme 
est  la  somme  des  intégrales  des  parties  qui  la  com* 
posent. 

Cherchons  d'abord  l'intégrale  de  af"^  c'est-à-dîre  la  fonc- 
tion qui  croit  de  af*  quand  on  y  donne  à  x  Taccroissement 
ùx^  et  que  nous  désignons  par  ^x^\  pour  cela,  remar- 
quons que  l'on  a 

1*2 

prenons  maintenant  l'intégrale  de  chaque  membre  et  con- 
8idéi*ons  la  constante  arbitraire  comme  renfermée  dans  les 
sommes  indiquées  ;  nous  obtiendrons 

d'où 

I  ^tâ  {m-4-i)/Lc         1.2   ^ 

(a)    { 

m(m  —  i)Aj?^^      _^  àj/f*    ^ 

1.2.3  ^  **'         /71-f-I  ^ 


I. 


Si  l'on  donne  successivement  à  m  les  valeurs  o,  i,  2,. . ., 
on  obtient,    en  désignant   par   C  une    constante    arbi- 
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traire, 


2-  =  £--«. 

^1  a:*  I  ^ 

^  7.AX        2 

V^     ,         ^*  I     ,  Aa:  ^ 

(3)      (  ^  3a^      2  6 

in  •**  I  Aar  ^ 

>  ^=^- ^-f-_ar»— -— -or-f-C, 


Connaissant  Sa:",  on  pourra  déterminer  S'x^  en  cher- 
chant, d'après  les  formules  précédentes,  l'intégrale  de  cba- 
cune  des  parties  de  S^c:^,  en  ajoutant  ensuite  une  constante 
arbitraire.  On  trouvera  ainsi  2'x^,  2*x^, ...,  et  à 
chaque  intégration  il  s'introduira  une  nouvelle  constante 
arbitraire. 

308.  JNous  avons  obtenu  précédemment  la  formule 

A  [jî(x  -h  A^) . .  .  (x  H-  /i  A^)] 

=  (a:  -i-  Aj:)(ar-h  2Aa:).  .  .(jr  -f-  /î  Aj:)  (/i-h  l)  Aj:; 

donc 

2(j:  -f- Ax)  (x-f-  2  A.r).  .  .{x  -4-  71  Ao:) 

=  , ï a:(ar  +  Aj:).  .  .(a? -f- /lAor)  +  C. 

(/i-f-IjAx     ^  '        ^  / 

Nous  avons  encore  trouvé 

^r l "|_ -f/zH-QAx . 

L.r(ar-f-  Aar)...(a:  -+-/2Aar)J         a:(a:  -h  Ajc)..,[x  -f-  (/i-f-lj^-^]' 
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donc 

I 


2 


x[x  ^  A.r).  .  .  [j:  H-  («  -f-  i)  Ax] 

—  I 


•4-C. 


309.  Déterminons  maintenant  Za'.  Nous  avons  vu  que 
Ton  avait 

àa'  =  a'{a^  —  i); 

on  aura  donc,  en  intégrant  les  deux  membres ,  puis  divi- 
sant par  a^ —  i, 

et|  par  suite, 

^'•"'^C  se  déterminera  par  le  moyen  des  équations  (3),  en 
cherchant  successivement  Z^C,  S*C,. . .  • 

310.  Nous  avons  trouvé 

A  sin{ax  -4-  6)  =  2sm cos  l  «j:  H h  ^  1  > 

/            ,  «                .    a^T   ,    (           a^x       _  \ 
A  cos(ûa:  -f-  6)  =  —  2  sm sin  I  a.r  H h  6 1  • 

Intégrant  les  deux  membres,  et  remplaçant  X'\ par  a:, 

on  obtient 

y  «in  (flto:  4-  6)  =r cos  {ax'\-b )  -*-  C, 

2  sin ^ 

a 

2C0s(<z:r  -h  è)  =        sin  (  ajr  -t-  è ^  |  -h  C. 
^               '                  .    oAj:         V                        2    / 

2  sm ^  ' 

2 
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311.  Développements  de  l'intégrale  2  en  séries.— 
Nous  avons  trouvé  précédemment  la  formule 

n(n  —  i)  ^, 
tt-  =  tt  -I-  /i  A«  H ^ A'i£  ^- . . . . 

I  .2 

Si  Ton  suppose  que  la  valeur  u  corresponde  à  a:  =  o,  et 
que  i/„  corresponde  à  a:  =  /i  i^x  et  soît  désigné  par  «,,  on 
aura 


j?  

If-  rm  «  H Ai£  H '■ A*M 

Ao;  1.2 


A^  \A^         /  \Aj:         / 


Soient 


on  aura 


I  .2.3 


AKx  =  i',     w^  =  2c,     A«  =  ffl , 


X   f  X  \ 

^^  j?  Ax  \  Aj?         / 

>  i'  =:  C  H ï'o  H ^ ^  A('„  -!-..., 

^irf  A^  1.2 

formule  qui  donne  T intégrale  de  v  au  moyen  des  valeurs 
de  V  et  de  ses  différences  relatives  à  x  =  o,  et  de  la  con- 
stante arbitraire  C,  qui  est  la  valeur  que  doit  avoir  S  v  pour 
x  =  o. 

Si  les  différences  deviennent  nulles ,  à  partir  d'un  cer- 
tain ordre,  la  série  est  composée  d'un  nombre  fini  de 
termes. 

Si  Ton  demandait  l'intégrale  seconde  d'une  fonction,  on 
connaîtrait  la  différence  seconde  de  l'intégrale.  Ainsi,  dans 
le  développement  de  m^,  on  connaîtrait  A* m,  A'M,...,et 
Ton  pourrait  prendre  arbitrairement  u  et  Am. 

Posant 

A' Ug  =z  V,     Ug  =  2'p,     A^i£  =  Co, 
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on  aurait 


2 


ÙX  1.2 


C  et  C  étant  deux  constantes  arbitraires.  On  détermi- 
nerait ainsi  une  somme  d'un  ordre  quelconque,  au  moyen 
de  la  fonction  donnée  i/  et  de  ses  différences,  dans  lesquelles 
on  ferait  x  =  o.  Il  est  facile  de  voir  que  Ton  pourrait  partir 
de  toute  autre  valeur  particulière  de  x. 

312.  On  peut  encore  exprimer  l'intégrale  S  u  au  moyen 
de  l'intégrale   /  udx  et  des  fonctions  u,  -7-»  -r-r 

J  ax     dx^ 

En  effet,  le  théorème  de  Taylor  donne 

du  d^u   Ax^        d^u     Aj:' 


•  •  •  • 


Ail  =:  -7-  Aj:  H r-r 1- 


•  •  î 


dx  dx*    1 . 2        dx^   1.2.3 

d'où 

^  du        A.r'  ^  d^u  A.x'     ^  d*u 

"""    2ddi'^T^2àd^'^T:^T3  2à'di^'^ 


•  * .  * 


Si  Ton  prend  toutes  les  sommes  nulles  pour  x  =i  x^^  et 
qu'on  désigne  par  u^  la  valeur  de  u  correspondant  à  Xq, 
on  aura 

2  du        Ax*  v^  d^u  Ax*     ^ri  d^u 

dx        1.2^  dx^         1.2.3  ^dx*  ^        ' 


» 


d'où  Ton  tire 

2  du u  —  Ht         Ax  ^  d^u  A.r*     ^  d^u 

dx'^      Ax  TTâi  Zà'dj^  "^  1.2.3  ^^"""" 

Si  Ton  remplace  successivement  u  par  /     udx  et  par  --j- 
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-T—i  •  •  •  5  on  obtient 

di    ""  Â;^   "     ""TTi-^^"^  1.2.3^^"" 

y^  d^u I     du         à.T  y^d^u  A.r*     y^d*u 

^^  '^àxdJc  ""TTÎ-^^""  1.2.3  ^"dâi*  "" 

•^  d^u  1    d^u        ùiûT^d^u  A-r*     ^  ^*tt 

2â'd^  ""ù^ini^^TT^^dd^^  1.2.3  ^ài^  ■" 


.  •  •< 


•  •  •  I 


les  termes  en  dehors  des  signes  S  devant  être  pris  entre  les 

mêmes  limites  x„  x. 

du 


rfx' 


Reportant    d.ins    la    valeur    de   Su    celles    de  ^  — 
2  -7—?  •  •  •  )  on  obtient  une  équation  de  la  forme 

^r»  '/**.        ^  —  "•       â       du      ^     ^  d^u 

>tt  =  —    I       tt/tr h  A  Aa:  -T h  B  A-r*  -—-  4-  •  •  •  • 

^^  A.r  ^/^  2  ilr  r/x' 

On  détermînera  les  coeflSeients    A,  B, ...,    en  posant 
u  =  e^  ci  Xo  =  —  00  ,  ce  qui  donne  l'identité 

-~ —  =  (- +  A  A^  +  B  A.r»  + . . .  I . 

e^'  — I         \A.r         2  / 

Le  développement  du  premier  membre  fera  connaître 

inwnédiatement  les  coefficients  A,  B,  C Or  il  est  facile 

de  démontrer  que  tous  ceux  qui  multiplient  les  puissances 
paires  de  Ax  sont  nuls.  Pour  cela,  nous  ferons  passer  le 

terme dans  le  premier  membre;  il  suffira  alors  de  faire 

voir  que  Texpression  résultante  jouit  de  la  propriété  de 
changer  de  signe  sans  changer  de  valeur  lorsque  l'on  y 
change  Ax  en  — Ax\  ou,  en  d*autres  termes,  que  l'on  a 
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identiquement 

I  I I  i  e^  I 


tf^'  —  I       a  er^  —  i       2       e^  —  i       2 

ce  qui  se  vërifie  immédiatement. 
On  a  donc 

B  =  o,     D  =  o,    F  =  o. ... 
On  trouvera  ensuite 


A= — j     C  = >•••> 

12  720 


et,  par  suite, 


770  |_r/.r'  \^^/«J 


Lx       A.r' 


Les  coefficients  numériques  qui  multiplient  — \  — ~-t> 

2       2  .  O  .  ti. 

7  j  •  •  •  se  nomment  les  nombres  de  Bernoulli.  Les 


2.3.4*5*6 
Valeurs  sont 


La  formule  de  B^p^i  est  assez  compliquée. 

Eln  faisant  usage  de  ces  nombres,  la  formule  (1)  devient 

(2)  { 
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Sommation  des  séries. 

Si  3.  Si  Von  considère  la  suite  des  valeurs  que  prend  une 
fonction  u  de  j:  ,  lorsque  x  croit  par  degrés  égaux ,  depuis 
une  certaine  valeur  jusqu'à  une  autre,  on  aura  une  série 
dont  la  différence  sera  la  fonction  u,  dans  laquelle  on  don- 
nera à  j:  sa  dernière  valeur  augmentée  de  Ar. 

En  effet,  posons 

x=:n^    et     Si£„  =  a -+- «1 -f- Il j -+-..•-+- a», 

le  premier  terme  u  correspondant  à  x  =  o. 

Si  Ton  augmente  x  de  Aj:,  n  augmente  de  i ,  et  la  série 
augmente  de  u„^i  -,  elle  est  donc  renfermée  dans  l'expression 
générale  de  Xu^i,  et  Ton  a 

Stt„  =  2tt„+i -4- c    ou    Stf«  =  2  k» -♦-«„-+- c, 

la  constante  arbitraire  devant  être  déterminée  par  la  condi- 
tion que  les  deux  membres  soient  égaux  pour  une  certaine 
valeur  de  n. 

Si  Ton  suppose  les  accroissements  de  la  variable  égaux  à 
l'unité,  ce  qu'on  peut  toujours  faire  par  un  changement  de 
variable,  on  aura 

Appliquons  cette  formule  à  la  rechercbe  de  la  somme  de 
quelques  suites. 

314.  Supposons  d'abord  u,  =  j:"*,  c'est-à-dire  cherchons 
la  somme  des  puissances  /w  des  nombres  entiers,  depuis  o 
jusqu'à  x\  on  trouvera,  en  faisant  usage  de  la  formule  que 
nous  avons  donnée  pour  Ex'",  et  observant  que  la  constante 
doit  y  être  supposée  nulle, 

S.r  =  I  -f-  2  -f-  3  H- .  .  .  +  a:  =  -  .r»  H .r  =  — ^^ ^  j 

2  2  1.2 
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Sj»  =  n-4-4.g-|-.  .  .-t-x'^-x'-h  -or» -4-^ 


=  5 1 

i.a.3 


6' 


'  424  4 

5  2  3  io 

^*'=H-3a+a43-4-...-+-x»=lj:«4--x»H x*— -i.ip>. 

o  2  12  12 

^lâ.  Nous  ayons  trouvé  précédemment 

=  (x  H-  Aar)(jr  +  2  Ax).  .  .[x-+-  (/i  —  i)  Ar]/i  Ax, 

*-*onc.  en  changeant  ti  en  Ji  -f- 1, 

^^  ( Jf  -f-  Ax)  (x  -î-  2  Ax) . .  .  (x  -f-  /î  Ax) 


=  7 r-—  x(x-+- Ajt).  .  .(x-+- /I  Ar)  4- 

(#i-+-l)Ajr      V  /        V  ' 


c. 


^î  Ton  considère  de  même  la  formule  déjà  trouvée 

^-.^^^ I — (n  —  i)Ax 

"^(xH-Ax). .  .[x-4-(/i  —  2}Ar]        a:(x-f- Ar)...[x-+-(/i  — ij Ax]' 

^"^  aura,  en  int^rant, 

2 


x(jr  -4-  Ar) . . .  [x  -+-  (/i  —  i)  Aa:] 
t  I 


(h  —  i)  Ar  x(x  -4-  Ar). .  .[x-i-  (/i—  2)  Ax] 


c. 


D'après  cela,  il  est  facile  de  sommer  les  suites  dont  les 
^rmes  généraux  sont  les  expressions  que  nous  venons  d'in- 
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tégrer,  et  l'on  obtient  les  formules  suivantes  : 

S(.r-*-i)(ar-4-  2). .  .(x4-7î)  =  2(a: -+-  2)(ar-f- 3). .  .(^-h/i  +  i)  +  c 

= te-f-i)(j:-H2)...fj:-|-/i  +  il 

S î =y î 

(x  +  l)(x-4-a)...(a:-*-/i;       ^  (x-H2)(*4-3j...(x-f-7î-M) 


-{-c 


1 .2.  .  .(/i  —  2j(/i  —  ij*        n — I  (a:-t-2j(j:H-3;. .  .(x-f-/i/ 

en  supposant  que  le  premier  terme  de  chacune  de  ces  deux 
suites  corresponde  à  j:  =  o. 

316.  Passons  aux  fonctions  transcendantejs,  et  cherckons 
d'abord  Sa'. 

Nous  avons  trouvé 

et  Ton  doit  avoir 
donc 

Si  le  premier  terme  de  la  suite  correspond  à  x  =  o,  on  de- 
vra avoir 


-î-  c,      d'où     c  = 


317.  Déterminons  encore  Ssin(aa:  -H  i),  Scos(a:i:-Ht). 
On  a 

Ssin(«j:  4-  6)  =2  sin(«j:  +  «  Aj?  -f-  6)  +  c 

I  (a  ùiX         \ 

CCS  (  ax  H-  •-- h  6  1  H-  c, 


.    a  A:i:         \  2 

2  sm  — 
2 

S  cos(^ï.r  -+-  ^)  ==  2  ces  («ar  -+-  «  A.r  -t-  6)  -f-  c 


I  .      /  a^ûrr  \ 

=: sm  l  ax  H h  o  )  4-  c, 

.     tf  Ar         \  2      '       / 

2  sm •         ^ 
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Si  les  séries  doivent  commencer  à  x  =  o,  on  trouvera, 
pour  la  première, 

cos  (*  -  ^) 

C=l 9 

.    a  ^x 
2sin • 

2 

et,  pour  la  seconde, 

2sm 

2  • 

tiy  par  suite, 

(a  ^\            I           a  Lv       ,\ 
b j  —  cos  (  ax  H h  o  V 

i3  sin^a^  -<-..;= "^ ^ '- 

^  ,    a  àx 

2sin 


.    /ax-haAx\    .     fax  \ 


sin 


.     /         ^    a^x          \          .     /,        «A.r\ 
sm  l  ax  H h  6»  |  —  sm  (  ô j 

Scos(az  H-  «»)  = ^ ?^ '- ^^ ^ 

^  '  ,    a  àx 

2  sin 

2 


.     /ax-^a^x\         fax         \ 


sm 
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CHAPITRE  XXVni 

FORMULES  D'INTERPOLATION. 


318.  Lorsque  Ton  connaît  un  certain  nombre  de  yaleurs 
d'une  fonction  correspondant  à  des  valeurs  données  de 
la  variable  x^  et  que  Ton  veut  déterminer  celles  qui  se 
rapportent  à  des  valeurs  intermédiaires  de  x,  Topération 
qui  y  conduit  se  nomme  interpolation.  L'objet  qu'on  se 
propose  en  général,  dans  cette  recbercbe,  n'est  pas  d'avoir 
des  valeurs  exactes,  mais  d'obtenir  le  plus  simplement 
possible  des  valeurs  qui  aient  un  degré  suffisant  d'approxi- 
mation. 

Dans  le  n^  311,  nous  avons  trouvé  la  formule 


X     /  .V  \ 


X 

Ujr^  u  -{ Au  +  '~  '-  A'u 

,  ,  ,  ^  1.2 

(0 


^x\^x  I  \Ar  / 


H ^ '-— A»tt+,... 

I  .2.3 

u  désigne  la  valeur  de  la  fonction,  pour  x=o,  et  les  va- 
leurs de  X  croissent  par  intervalles  constants  égaux  à  ÙJC. 
Cette  série  se  termine  à  A"  a  si  la  différence  de  l'ordre  n  est 
constante. 

Or,  si  l'on  donne  les  valeurs  u,  £^i,  u^v  •  •?  ^m  et,  par 
suite.  M,  Au,  A*/f, . . . ,  A" if,  on  pourra  se  proposer  de  trou- 
ver la  fonction  Uj,  par  la  condition  de  reproduire  les  va- 
leurs particulières  u,  Mj,  . . . ,  «„,  lorsqu'on  donnera  à  x  les 
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valeurs  o,  ûx,...,  nAx^  et,  de  plus,  d'avoir  sa  différence 
^ième  constante,  ce  qui  simplifiera  la  formule. 

Ainsi  la  formule  (i),  arrêtée  à  A" m,  donnera  pour  m,  une 
fonction  du  degré  n  en  x,  qui  satisfera  aux  conditions  de- 
mandées; et,  si  on  la  considère  comme  exacte,  elle  fera 
connaître  les  valeurs  de  m,  correspondant  à  une  valeur 
arbitraire  de  x  j  mais  il  est  convenable  de  ne  l'employer  que 
pour  des  valeurs  comprises  entre  o  et  tzAx,  à  moins  que 
l'on  ne  sache  que  les  différences  des  ordres  supérieurs  à  n 
peuvent  être  négligées  sans  erreur  sensible. 

Si  la  première  valeur  u  de  la  fonction  correspondait  a 
X  =  Xq  et  non  à  x  =^  o,  la  formule  (i)  ne  subsisterait  plus, 
et  l'on  devrait  y  remplacer  x  par  x  —  Xq. 

319.  Lorsque  l'on  connaît  u,  Au,. . .,  A^u  et  que  A'*u 
est  constante,  on  formera  chacune  des  diverses  valeurs  de 
A""*  M  en  ajoutant  A" m  à  la  précédente.  On  obtiendra  de 
même  chacune  des  valeurs  de  A"""*  u  en  ajoutant  à  la  pré- 
cédente sa  différence,  et  ainsi  de  suite  jusqu'aux  diverses 
valeurs  de  u,  depuis  la  première  jusqu'à  l'infini. 

Ce  procédé  est  employé  pour  la  formation  des  Tables, 
soit  d'après  un  certain  nombre  de  termes  connus  entre  les- 
quels on  veut  en  placer  d'autres,  soit  d'après  une  équation 
exacte,  mais  d'une  application  peu  commode. 

320.  Quelque  rapprochés  que  soient  les  termes  consécu- 
tifs d'une  Table,  on  a  souvent  besoin  d'en  considérer  d'in- 
termédiaires, et  l'on  peut,  la  plupart  du  temps,  considérer 
les  différences  secondes  comme  nulles.  Dans  ce  cas,  en  sup- 
posant la  valeur  de  x  comprise  entre  Xo  et  Xo  4-  Ax,  la 
formule  (i)  donnera,  en  y  remplaçant  x  par  x — x©. 


X  OTo 


Aj; 


Calc.inf,  D.^  IL  28 
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Si  Ujc  était  donné  et  que  x  fut  l'incounue,  on  tirerait  de  là 


Ux —  u 


Lu 

Si  l'on  ne  peut  négliger  que  les  différences  troisièmes,  on 
prendra  un  terme  de  plus  dans  la  formule  (i).  Dans  ce  cas, 
la  formule  ne  donnerait  pas  aussi  facilement  x  d'après  u^,, 
parce  que  l'équation  est  du  second  degré  en  «r  :  la  difBculté 
serait  encore  bien  plus  grande  si  l'on  prenait  un  plus  grand 
nombre  de  termes.  On  emploierait  alors  les  procédés  d'ap- 
proximation que  fournit  la  théorie  des  équations  numé- 
riques. 

321.  La  formule  (i)  suppose  que  les  valeurs  de  x  crois- 
sent par  degrés  égaux,  ce  qui  n'arrive  pas  toujours.  Nous 
allons  faire  connaître  ime  formule  qui  donne  la  valeur  de 
la  fonction,  lorsqu'on  connaît  les  valeurs  uo,  i^i,  u», • .  ',  u« 
qu'elle  prend  quand  x  a  les  valeurs  arbitraires 

J?Q,    .T|,    J?2»  •  •  •  9    *^n' 

Nous  prendrons  encore  une  fonction  entière  et  rationneDe 
de  x^  de  degré  n  :  elle  renfermera  n-\-i  coefficients  îndé» 
terminés,  et  l'on  pourra,  par  conséquent,  l'assujettir  aux 
71  + 1  conditions  données. 
Soit  donc 

Wx  =  a  -4-  6  j:  H-  7^'  -f- .  .  .  +  fia:', 


on  aura 


1/,  nra  +  e^oH-V-^ÎH--  •  --f-f*^, 


D'après  la  théorie  des  équations  du  premier  degré,  les 
valeurs  de  a,  6,..., /x  contiendront  Mq^  Mi,...,  u»  en  facteurs 
à  leurs  différents  termes,  de  sorte  que  u,  pourra  se  mettre 
sous  la  forme 
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Or  Ujg  se  réduit  a.xio  pour  j:  =  0:09  on  y  satisfera  donc  si 
X  devient  alors  égal  à  i  et  si  Xi,  X„ . . . ,  X„  deviennent 
nuls,  c'est-à-dire  s'ils  sont  divisibles  par  x  —  j:^.  Il  en  serait 
de  même  pour  chacune  des  autres  valeurs  de  j:  ^  on  prendra 
donc  pour  X  le  produit  d'une  constante  par  tous  les  fac- 
teurs a: —  x^^  X  —  j?!,...,  j:  —  j:„, excepté  x  —  x^\  pour  Xi 
le  produit  d'une  autre  constante  par  les  mêmes  facteurs, 
excepté  x — Xx\  et  ainsi  de  suite.  Par  là  on  voit  qu'en 
substituant  chacune  des  valeurs  de  x  il  ne  restera  que  le 
terme  où  entrera  la  valeur  correspondante  de  u^  ;  et  il  n'y 
aura  plus  qu'à  rendre  égal  à  l'unité  son  coefficient.  Soient  or^ 
une  quelconque  des  valeurs  données  de  x^  et  u^  la  valeur 
correspondante  de  Uj^.Xp renfermant  les  facteurs  x —  j:© ,.•  •  ? 
X — x„,  excepté  x  —  x^^  il  est  évident  que,  si  on  le  prend 
égal  à  ce  produit  divisé  par  la  valeur  que  prend  ce  même 
produit  quand  on  y  fait  x  =  x^,  Xp  se  réduira  à  i  pour 


X  —  Xp» 


Les  quantités  X,  Xi, .  • . ,  X„  seront  donc  ainsi  détermi- 
nées de  manière  que  l'équation  du  degré  n  en  x^  qui  donne 
la  valeur  de  m„  soit  satisfaite  par  les  /z  + 1  couples  de 
valeurs  données^  et, aucune  autre  expression  du  même  de- 
gré ne  pourrait  devenir  égale  aux  mêmes  valeurs  u^, . . . ,  u„ 
pour  les  mêmes  valeurs  de  x^  sans  coïncider  avec  elle. 

La  formule  cherchée  sera  donc 

(jT  — j?t)(.r  — -  JT,).  .  .(a:  —  .r») 

|â;        \       -T-tti7 r-f V -. .-H... 

Ix  —  x^),  ,  ,[x  —  J^n— 1  ) 

+  ««7 -f ■' 

[^n"^  ^9)  •  •  •  V-^ii —  •''^11— 1  ) 

Lagrange  a  donné  une  autre  formule  d'interpoaltion, 
:^ro<:édant  suivant  les  sinus  des  multiples  d'un  certain  arc, 

28. 


436  LITRE    lY. 

et  qui  Ta  conduit  à  une  formule  renfcnnëe  dans  celle  du 
n«208. 


Approximation  des  quadratures,  des  cubatures 

et  des  rectifications. 

322.  Toutes  ces  questions  se  ramènent,  comme  nous 
l'avons  vu,  à  une  ou  plusieurs  intégrations  par  rapport  à 
une  seule  variable,  entre  des  limites  déterminées.  Il  suffit 

Jr*x 
I     f{x)  dx. 


On  peut,  pour  en  déterminer  la  valeur,  prendre  la  for- 
mule (i)  du  n^  312,  qui  donne,  en  remplaçant  ùx  par  i 
et  supposant  u=f[x)^ 

Si  Ton  suppose  à  assez  petit  pour  qu'on  puisse  négliger  <î^ 
on  aura  simplement 

Si  Ton  regarde  f(x)  comme  l'ordonnée  d'une  courbe, 
cette  dernière  expression  est  celle  de  la  somme  des  trapèzes 
compris  entre  les  ordonnées  successives,  les  cordes  de  la 
courbe  et  Taxe  des  x, 

323.  On  peut  encore  employer  la  formule  d'interpola- 
tion (i)  du  n°  318  pour  représenter  Fordonnéc  de  la  courbe  ^ 
puis  Tintégrer  entre  les  limites  données  :  ce  qui  n'oAri-^^ 
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aucune  difficulté,  puisque  cette  expression  est  entière  et 
rationnelle. 

L'emploi  de  cette  formule  revient  à  remplacer  la  courbe 
dont  il  s'agit  par  la  parabole  de  degré  n  —  i,  qui  a  n  points 
communs  avec  elle. 

Quelquefois,  au  lieu  de  prendre  cette  dernière  courbe, 
on  considère  une  suite  de  paraboles  du  second  degré  pas- 
sant chacune  par  trois  des  points  donnés,  et  l'on  remplace 
les  parties  correspondantes  de  l'aire  cherchée  par  les  aires 
de  ces  diverses  paraboles,  comprises  entre  les  deux  or- 
données extrêmes  qui  s'y  rapportent.  Il  faut,  pour  cela, 
que  l'intervalle  b  —  a  soit  partagé  en  un  nombre  pair  de 
parties^  et  chaque  parabole  donnera  l'aire  ayan)  pour  base 
deux  de  ces  parties  consécutives. 

L'équation  de  la  parabole  du  second  degré,  passant  par 
les  points  dont  les  abscisses  sont  o,  ^,  2  Ax,  et  les  or- 
données yoî  yiîjr«5  ®s^ 

X  \     X    I  X  \ 

son  aire  entre  les  ordonnées  ^o?J^j  est 

Aa:  (270  H-  2A70+  ^  A'^.j  , 
OU 

A  jj 

-3- (r^-^- 4^1+^0- 

On  aura  de  même  l'aire  comprise  entrent  et  j^4,  entre j^* 
et  ye,  et  enfin  entre  y\n^%  et  ytn\  et  il  faudra  faire  la 
somme  des  expressions  suivantes,  dans  lesquelles  y^^ 
j-^i,...,^,  désignent  les  valeurs  de  /*(j:)  relatives  aux 
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valeurs  a,  a  +  Ar, . . . ,  et  &  ou  a  +  nùkx  : 

y(r#    -^-471    -^-r») 
-t(^»    -^4/3    +^4) 


L'aîre  cherchée,  ou  Tîntégrale  1   f[x)dx^  aura  ainsi  pour 
valeur  approchée 
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CHAPITRE  XXIX. 

COURBURE  DES  SURFACES. 


24.  Une  surface  ne  pouvant  avoir,  en  général,  un  con- 
.  du  second  ordre  avec  une  sphère,  on  ne  peut  rapporter 
ourbure  des  surfaces  à  celle  de  la  sphère,  comme*  on  a 
porté  la  courbure  des  lignes  à  celle  du  cercle.  Pour  se 
e  une  idée  de  la  courbure  d'une  surface  en  un  de  ses 
nts,  Fun  des  moyens  qu'on  emploie  consiste  à  faire  des 
dons  dans  cette  surface  par  des  plans  passant  par  le 
nt  que  Ton  considère,  et  à  déterminer  la  courbure  des 
les  ainsi  obtenues.  Les  sections  qu'il  paraît  le  plus  na- 
el  d'examiner  sont  celles  qui  sont  faites  par  des  plans 
'maux  à  la  surface  :  c'est  par  elles  que  nous  commence- 
s;  nous  verrons  ensuite  comment  leur  courbure  déter- 
ie  immédiatement  celle  des  autres. 
ml  z  =zF  (x, j^)  l'équation  de  la  surface;  nous  suppo- 
>ns,  pour  plus  de  simplicité,  que  l'on  ait  choisi  le  plan 
jent  au  point  que  l'on  considère,  pour  plan  des  x  et 
;t  la  normale  pour  axe  des  z  ;  les  propriétés  indépen- 
tes  des  axes,  que  nous  découvrirons  ainsi,  auront  le 
ne  degré  de  généralité  que  si  le  système  d'axes  avait  été 
t  autre. 

In  cercle  situé  dans  un  plan  passant  par  l'axe  des  z  et 
gent,  à  l'origine  des  coordonnées,  à  la  section  faite  par 
plan  dans  la  surface,  aura  pour  équations 

« 
u 

«*(i  -j-/w*)  -f-z*—  îRz  =  0. 
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Pour  qu'il  y  aît  un  contact  du  second  ordre  avec  la  sec- 

tîon,  il  faut  que  -—  ait  la  même  valeur  dans  Tune  et  Tautre 

courbe.  Or  la  dernière  équation   différentiëe   deux  fois 
donne 

A  l'origine,  on  a 


dz 


d'où  résulte 


«  ^'^  «       1 4-  m* 

dx^ 
d^z 

-7-^  n'étant  pas  une  dérivée  partielle.  Pour  en  obtenir  la 

valeur,  il  faut  remplacer  y  par  mx  dans  l'équation  de  la 
surface,  puis  différentîer  deux  fois  par  rapport  à  a:,  et  faire 
j:,  j-,  z  nuls  :  on  trouve  ainsi,  pour  valeur  de  la  dérivée 
,    d^z 

totale  -r-;> 

dx* 

r-h  2sm  ■+■  tm}, 

;•,  j,  t  désignant  respectivement  les  dérivées  partielles 

d^z         d'^z         d^z 
dx^       dxdy        dj^ 

Le  rayon  de  courbure  R  de  la  section  normale  aura  donc 
pour  expression 

i-f-  m' 


(I)  R  = 


r+  ism  -\-  tnO 


H  restera  toujours  fini  et  de  même  signe  si  l'on  a  5* —  rf  <]o; 
la  courbure  sera  donc  toujours  dans  le  même  sens.  Il  de- . 
viendra  infini  et  changera  de  signe  si  s^ —  rt^Q\  la  cour- 


INTÉGRATION    DES    ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES.       44 < 

bure  changera  alors  de  sens.  Si  s* —  rt  =  o,  il  devient  in- 
fini sans  changer  de  signe. 

325.  Si  l'on  cherche  le  maximum  et  le  minimum  de 
cette  expression  relativement  à  la  variable  m,  on  con- 
naîtra le  plus  grand  et  le  plus  petit  rayon  de  courbure  des 
sections  normales.  L'équation  qui  détermine  ces  valeurs 
particulières  est 

(2)  sm^-h[r — t)m  —  f  =  o. 

Les  deux  racines  de  cette  équation  sont  réelles  et  de 
signes  contraires  ^  substituées  dans  la  seconde  dérivée  de  R, 
elles  donnent  des  résultats  de  signes  différents,  et,  pai 
conséquent,  correspondent,  Tune  à  un  maximum,  l'autre 
à  un  minimum  algébrique. 

Le  produit  de  ces  deux  racines  étant  —  i ,  les  deux  plans 
qui  renferment  les  sections  de  plus  petite  et  de  plus  grande 
courbure,  et  que  nous  nommerons  sections  principales, 
sont  rectangulaires  entre  eux. 

326.  Si  Ton  prend  ces  deux  plans  pour  plans  des  or,  z  et 
des  y  y  z,  l'expression  générale  de  R  se  trouve  simplifiée  j 
car  les  deux  racines  de  l'équation  (  2  )  devant  être  alors  o 
et  00  ,  on  devra  avoir  5  =  0,  et,  par  suite, 

i  +  m» 


R  = 


r-htm^ 


Dans  le  cas  actuel,  deux  valeurs  de  R  suffiraient  pour 
déterminer  r  el  t\  ainsi,  quand  on  connaît  la  direction  des 
sections  principales,  les  courbures  de  deux  sections  nor- 
males quelconques,  de  position  connue,  déterminent  toutes 
les  autres. 

Si  l'on  désigne  par  p,  p'  les  rayons  maximum  et  mi- 
nimum, on  aura 

P=->     P  =.7* 
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On  peut  donc  exprimer  R  en  fonction  de  p,  /»%  m,  et  l'on 
obtient  ainsi 


R       1  -h  m»  \p        p'  / 


ou,  en  posant  m  =  tanga, 

-  =  -  ces' a  -I-  -7  sm*a. 
R       p  p 

Si  Ton  désigne  par  f^  la  courbure  d'une  section  quel- 
conque, et  par  i/,  i^^  celles  des-  sections  principales,  elles 

seront  respectivement  égales  à  —  ?  -j  -;?  comme  nousTa- 

A       p       p 

vons  vu  dans  le  Calcul  différentiel,  et  Téquation  précédente 
devient 

(3)  t^r^  f/cos»a -H  (^sîn'a; 

d'où  Ton  voit  que  les  deux  courbures  principales  détermi- 
nent celles  de  toutes  les  sections  normales. 

On  déduit  de  cette  équation  plusieurs  conséquences  im- 
portantes : 

1°  Si  l'on  mène  par  la  normale  deux  plans  également 
inclinés  sur  le  plan  d'une  des  sections  principales,  la  cour- 
bure des  deux  sections  sera  la  même. 

2°  Si  Ton  mène  deux  plans  également  inclinés  sur  les 
plans  respectifs  des  deux  sections  principales,  de  quelque 
côté  que  ce  soit,  la  somme  des  courbures  de  ces  sections 
sera  constante  et  égale  à  la  somme  des  courbures  des  sec- 
tions principales. 

Car,  en  les  désignant  par  {^elv^i^  on  aura 

ç  =  ç^  ces' a  -f-  v*^  sin'a,     Vi  =  p'  sin'a  -4-  ^'^  cos'a, 

d'où 

,       t  •     " 


Si  les  deux  angles  a  sont  pris  dans  le  même  sens,  les 
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plans  sont  rectangulaires  :  d'où  Ton  voit  que  la  somme  des 
courbures  de  deux  sections  normales  rectangulaires  entre 
elles  est  constante. 

ir  p'  -4-  p" 

3®  Si  Ton  fait  «  =  -7»  on  a  i'  = •  Donc  la  cour- 

4  2 

bure  de  chacune  des  sections  dont  les  plans  partagent  en 
deux  parties  égales  les  angles  des  plans  des  sections  prin- 
cipales est  égale  à  la  moyenne  entre  les  deux  courbures 
principales,  et  la  sphère  qui  passe  par  les  cercles  oscula- 
teurs  de  ces  sections  donne  la  même  somme  que  la  sur- 
fiice,  pour  les  courbures  de  deux  sections  normales  rec- 
tangulaires. On  voit  encore  que  deux  plans  également 
inclinés  sur  un  de  ces  plans  moyens  donnent  des  sections 
dont  la  somme  des  courbures  est  (^'-Hi^^,  puisque  ces 
plans  font  des  angles  égaux  avec  ceux  des  sections  princi- 
pales. 

327.  Indicatrice.  —  Si,  à  partir  d'un  point  quelconque 
d'une  surface,  on  prend  sur  la  normale  une  longueur  in- 
finiment petite,  et  que  par  son  extrémité  on  mène  un  plan 
perpendiculaire  à  la  normale,  il  coupe  la  surface  suivant 
une  courbe  infiniment  petite,  que  M.  Ch.  Dupin  a  consi- 
dérée le  premier,  et  qu'il  a  nommée  indicatrice.  Toutes 
les  propriétés  que  nous  venons  de  démontrer  s'en  déduisent 
très-simplement,  ainsi  que  beaucoup  d'autres,  qu'il  con- 
vient d'étudier  dans  les  ouvrages  de  Tauteur.  U  est  facile 
de  reconnaître  d'abord  que  cette  couine  est  du  second  de- 
gré, si  l'on  néglige  les  quantités  infiniment  petites  par  rap- 
port à  ses  dimensions;  ce  qui  signifie  que,  lorsque  cette 
courbe  tend  à  se  réduire  à  un  point,  à  mesure  que  son 
plan  se  rapproche  du  plan  tangent,  une  courbe  finie  qui 
lui  serait  semblable  aurait  pour  limite  une  section  co- 
nique. 

En  effet,  si  l'on  prend  la  normale  pour  axe  des  z,  l'é- 
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quation  de  la  surface,  rapportée  à  des  axes  rectangulaires, 
sera  généralement 

et  Ton  sait  qu'on  peut  trouver  dans  le  plan  des  x,  y  deux 
axes  rectangulaires  particuliers  tels,  que  le  rectangle  xy 
ne  se  trouve  pas  dans  le  second  membre.  En  les  choisissant, 
Féquation  de  la  surface  sera  de  la  forme 

On  sait  encore  que,  si  les  coefficients  r,  t  sont  inégaux,  3 
n'y  a  qu'un  seul  système  d'axes  rectangulaires  qui  jouisse 
de  la  propriété  de  faire  disparaître  le  rectangle  joy-^  et  que, 
s'ils  sont  égaux,  il  y  en  a  une  infinité. 

Si  maintenant  on  fait  z  =  a^  a.  étant  infiniment  petit, 
et  qu'on  se  borne  aux  termes  du  second  degré  en  x  et/, 
on  aura  pour  équation  de  la  section,  qui  est  l'indicatrice, 

(l)  rx^-h  tjr'  =  2  0L, 

équation  qui  représente  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  dont 
le  centre  est  sur  la  normale. 

Soient  A  {fig-  1 1)  le  point  de  la  surface,  AN  la  nor- 
male, AO  =  a,  et  BC  l'intersection  du  plan  de  l'indica- 
trice par  un  plan  normal  quelconque.  Le  centre  de  cour- 
bure de  cette  section  est  la  limite  de  la  rencontre  de  AH 
avec  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  de  la  corde 
AC  j  et,  si  Ton  appelle  R  le  rayon  du  cercle  osculateur,  on 

aura  R  =  —p-r  ?  ou,  désignant  par  2  X  le  diamètre  BC  de 
2OA 

l'indicatrice  que  nous  supposerons  elliptique,  R  =  — • 

On  conclut  de  là  que  les  sections  dont  les  plans  passe- 
ront par  les  axes  de  l'indicatrice  auront  la  courbure  maxi- 
mum ou  minimum.  Toutes  les  autres  conséquences  s'en 
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déduiront  facilement,  et  l'expression  de  R  en  fonction  de 
r,  5,  t  s'obtiendra  comme  précédemment  pour  un  plan 
quiconque  ayant  pour  équation  j^  =z  mx'^  car  on  aura 

.,       2a  (i -+-/»»)         ^              .                     I4-/W' 
\*  =  — ^^ j     et,  par  suite.     R  = • 

Si  l'indicatrice  est  une  hyperbole,  le  rayon  de  courbure 
deviendrait  infini  lorsque  le  plan  de  la  section  passerait  par 
une  de  ses  asymptotes,  puis  aurait  une  expression  négative 
si  l'on  ne  changeait  pas  de  signe  a.  U  faudra  donc,  pour 
l'avoir  positif,  mener  le  plan  de  l'indicatrice  de  l'autre 
côté  du  plan  tangent  \  ce  qui  montre  que  la  courbure  des 
sections  a  changé  de  sens.  Les  deux  indicatrices  que  l'on 
obtient  ainsi  sont  deux  hyperboles  conjuguées,  et  leurs 
axes  réels  correspondent  aux  sections  de  plus  grande  cour- 
bure, parmi  toutes  celles  qui  sont  situées  du  même  côté  du 
plan  tangent. 

Si  l'on  avait  conservé  le  signe  de  l'expression  de  la 
courbure,  on  aurait,  comme  nous  l'avions  dit  en  général, 
un  maximum  et  un  minimum  pour  les  courbures  princi- 
pales. 

L'indicatrice  pourra  encore  être  du  genre  de  la  parabole, 
qui  comprend  le  cas  de  deux  droites  parallèles  :  c'est  ce 
dernier  cas  qui  arrivera  si  l'on  a 

r=o    ou    ^  =  0. 

Cela  ne  signifiera  pas  que  la  section  de  la  surface  par  le 
plan  parallèle  au  plan  tangent  n'est  pas  une  parabole  ^  car 
une  parabole  dont  le  paramètre  est  infiniment  petit,  étant 
considérée  à  une  distance  finie  de  son  sommet,  se  confond 
sensiblement  avec  deux  droites  parallèles.  Ainsi,  lors 
même  que  la  section  serait  une  parabole,  l'indicatrice  se 
présenterait  comme  l'ensemble  de  deux  droites  parallèles^ 
excepté  dans  le  cas  où  le  sonmiet  de  cette  parabole  serait 
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à  une  distance  infiniment  petite  du  point  que  l'on  considire 
sur  la  surface  :  ce  cas  ne  peut  être  qu'exceptionnel,  puis- 
qu'il n'a  pas  lieu  dans  l'hypothèse  la  plus  ordinaire,  oè 
l'équation  de  la  surface  peut  être  développée,  comme  nom 
l'ayons  supposé. 

Lorsque  l'indicatrice  est  du  genre  de  la  parabole,  il  n'y 
a  qu'une  seule  direction  pour  laquelle  la  courbure  smt 
nulle,  ou  le  rayon  de  courbure  infini  :  c'est  celle  de  Taxe 
de  la  parabole. 

Cette  direction  est  celle  de  la  courbure  minimum^  h 
courbure  maximum  est  dans  la  direction  perpendicu- 
laire. 

328.  La  courbure  des  sections  obliques  se  ramène  i 

celle  des  sections  normales.  En  effet,  soit  HK  [fig,  13) 

l'intersection  du  plan  de  l'indicatrice  et  d'un  plan  passant 

par  la  tangente  en  Â  à  la  section  normale  BAC,  et  faisant 

un  angle  e  avec  le  plan  de  cette  section.  La  corde  HK  étant 

parallèle  à  la  tangente  menée  en  A  à  la  corde  HAR,  la 

perpendiculaire  AP,  abaissée  de  A  sur  KH,  partage  cette 

ligne  en   deux  parties    qu'on   regardera   comme  égales, 

parce  qu'elles  ne  diflerent  que  d'un  infiniment  petit  du 

second  ordre  :  OP  est  perpendiculaire  à  HK,  et  du  second 

OP 
ordre  comme  AO,  puisque  —  =  tange.   On  peut  donc 

regarder  les  longueurs  BC,  HK  comme  égales^  et  le  rayon 

PK 
de  courbure  de  la  section  HAK,  qui  a  pour  valeur  — -* 

sera  égal  à  — pjî  il  est  donc  égal  à  celui  de  la  section 

AO 
normale  BAC  multiplié  par  -—  ou  cose.  D'où  l'on  dé- 

PA 

duit  ce  théorème  remarquable  dû  à  Meunier,  que  le  rayon 

de  courbure  d 'une  section  oblique  s'obtient  en  projetant 
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sur  le  plan  de  cette  section  le  rayon  de  courbure  de  la 
section  normale  qui  a  la  même  tangente, 

329.  La  position  particulière  que  nous  ayons  donnée 
aux  axes  a  rendu  plus  facile  la  démonstration  des  propriétés 
précédentes^  mais  il  est  nécessaire  de  traiter  la  question 
pour  une  position  quelconque  des  axes,  parce  qu'on  peut 
avoir  à  déterminer  les  sections  principales  en  un  point 
quelconque  d'une  surface  rapportée  à  des  axes  rectangu* 
laires  quelconques. 

Soient  oc^^  y'^  z'  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
d'une  surface  donnée,  et  a,  6,  y  les  angles  formés  avec  les 
axes  par  une  tangente  à  la  surface  en  ce  point;  on  aura 
co87  =  pcosa  4- ^cosS,  puisque  l'équation  du  plan  tan- 
gent est  z  —  z'  =  p[x  —  X*)  -h  qij  — y)^  et  que  les  dif- 
férences X  —  x\  y  — y* ^  z  —  z*  sont  proportionnelles  aux 
cosinus  des  angles  que  fait  ayec  les  axes  une  droite  si- 
tuée dans  ce   plan.    Si  l'on   substitue  à  cosy  sa  valeur 

^i  —  cos'  a  —  cos*  6,  on  obtient 

(0     ('  "*"/'')  cos'a  -I-  ipq  cosa  cos6  -f-  (i-f-  5*)  cos*S  =  i. 

C'est  la  <x>ndition  pour  que  les  angles  a,  6  appartiennent  à 
Une  tangente  quelconque. 

Si,  par  le  point  [x\y*^  z')  et  par  un  autre  point  infini- 
laent  voisin  pris  sur  la  courbe  qui  se  rapporte  à  cette  tan- 
gente, on  mène  deux  plans  normaux  à  cette  courbe,  ils  se 
couperont  suivant  l'axe  du  cercle  oscillateur  de  cette 
courbe,  et  les  équations  de  cette  droite  seront 

[x^af)da/    ^[y-y)dy    -{-[z-^z')dz'    =0, 
(x  —  a^)  d^x'  -h  (j-  — /)  £/y -f-  \z  —  z')dH'  =  ds'K 

Cette  ligne  étant  dans  le  plan  normal  à  la  surface  rencontre 
la  normale,  dont  les  équations  sont 

ae-^x^-\-p{z  —  z')z=o,    j  —  j'-l- 7  (2  —  z')  =  0. 
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Les  coordonnées  x^  y^  z  dq^oint  de  rencontre  seront  don- 
nées par  les  équations 

en  posant 

La  valeur  de  D  peut  être  transformée  en  difTérentiant  l'é- 
quation 

ce  qui  donne 

éPz' z=ipd*x'  -f-  qd'x'  +  rdx'^-h  7.sdx  dy'  -f-  idy'"^, 

et,  par  suite, 

=:  rcos'a  +  25C3sacos6  -H/cos*6. 

On  voit  par  là  que  D  reste  le  même  si  a  et  S  ne  changent 
pas  \  il  en  est  donc  ainsi  du  point  de  rencontre  de  la  nor- 
male à  la  surface ,  et  de  Taxe  du  cercle  osculateur  de 
toutes  les  sections  obliques,  dont  le  plan  passe  par  la  même 
tangente. 

11  résulte  de  là  que  toutes  ces  sections  ont  leurs  centres 
de  courbure  sur  une  circonférence  dont  le  plan  est  perpen- 
diculaire à  leur  tangente  commune,  et  dont  le  diamètre  est 
la  ligne  qui  joint  le  point  de  contact  au  point  fixe,  qae 
nous  venons  de  trouver  sur  la  normale.  Ce  point  est  donc 
lui-même  le  centre  de  courbure  de  la  section  normale  -,  et 
l'on  voit  que  les  rayons  de  courbure  de  toutes  les  sections 
qui  ont  la  même  tangente  sont  les  projections  de  celui  de 
la  section  normale  sur  leurs  plans  respectifs. 

D'après  les  valeurs  que  nous  avons  trouvées  pour  les 
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ordonnées  du  centre  de  courbure  de  la  section  normale, 
n  rayon  de  courbure  aura  pour  expression 


^- D 


r cos*a  -h  2xcosa  cosÇ  -!-  rco$*6 

330.  Le  maximum  ou  le  minimum  de  R,  relativement 

la  variation  de  a  et  o,  correspond  au  minimum  ou  au 

oaximum  du  dénominateur^  et  sera  donné  par  l'équation 

{rcosx  -4-  JC05Ç)£/.cosa=: —  'jcosa  -f-  icos^^d.coso; 

>n  éliminera  J.cosa  et  d.cosS  en  difiercntiant  Téqua- 
ioQ  (i),  ce  qui  donne 

[{t-r-pi^^  COSa-r-/^COsÇ3£/.CO$a 

=  —  l(i  -•-  ^}c(kS  H-/i^cosa;£/.cos5; 
^^}  divisant  ces  deux  équations  par  ordre,  il  \  ient 
f3\  rcosx -4-*cosÇ  fcosC -4- f  coça 


(1 -f-p*  cnsx -T-/>9COs€         i-!-^-^cos€ — pqctsa, 

Us  équaticMis  [i),  ^2).  (3^  déterminent  les  valeurs  de  a, 
S)  R,  qui  se  rapportent  aux  sections  principales. 

P6ur  faire  plus  commodémmt  ce  calcul,  on  multipliera 
par  oo«2  les  deux  tenues  de  la  fraction  qui  forme  ie  prê- 
ter membre  de  Féquation  (3^,  et  par  cotsS  les  deux  termes 
in  seomid  membre,  pois  on  ajoutera  It;»  numérateuf «  entre 
nx  et  les  déoominateors  entre  eux:  la  fraction  résultante, 

ni  est  —9  sera  ^:ale  a  chacun  des  membres  de  Téqua- 

ion  (3},  ce  qui  donne 

frooSx-!-jr<<»€=:D'  f — f^  OC»Sz  — /ï^  «»€ ", 
/CO$Ç-4-fOWX  =  D'^I-r^'.CQS€  -^pfCOi^]. 
si  i-rl  D.  ^  li.  '^J 
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OU 

(  [D{i-f-/?*)  — ^]cosa  =  (^— j9^D)cos6, 

Ces  deux  équations,  multipliées  membre  à  membre,  don- 
nent 

ou 

(l^p^-hq^)B^—'D[(i-^p^)t'^{ï-^  q^)r^2pqs]-hrt  =  s\ 

Cette  équation  fera  connaître  les  deux  valeurs  de  D  rela- 
tives aux  sections  principales^  et,  comme  on  a 

R- ^ , 

Téquation  qui  donnera  les  rayons  de  courbure  de  ces  sec- 
tions sera 


(5) 


(    [rt  —  s^)  R^'—  R  s/l-^p'  +  q'  [(l-^p') t  +(l-f-  q^) r  —  ^kpqs] 

\  H-(l-f-jo'-4-<7')'=0. 


Enfin  les  valeurs  de  a  et  S  seront  déterminées  par  Téqua- 
lîon  (i)  et  Tune  des  équations  (4). 

331.  Si  l'on  veut  connaître  les  points  particuliers  delà 
surface  où  les  sections  principales  et,  par  suite,  toutes  les 
sections  normales  ont  la  même  courbure,  il  faut  exprimer 
que  les  deux  racines  de  Téquation  (5)  sont  égales.  Il  semble 
d'abord  que  l'équation  qui  en  résulte  entre  p^  y,  r,  5,  t, 
jointe  à  celle  de  la  surface,  déterminerait  une  ligne  ^  mais 
il  est  facile  de  voir  que  l'égalité  de  ces  racines  conduit  à 
deux  équations. 

En  effet,  l'équation  de  condition  peut  se  mettre  sous  la 


me 

[l^-*-P')'-i'^r)r-^-M{^-*)] 


die  ne  pent  CTÎdciaettt,  eue  satisiahe  qm^'en  posant 
-^?^,  — s  =  o    et    (i-*-»*  f— (i-4-a»V=:o, 


■»   r  • 


[aaUons  cjoi  peuTOit  s  ecnre  ainsi  : 

r      t  s 

es  deux  équations,  jointes  à  celle  de  la  surface,  dëtermi- 
Mit  un  nombre  fini  de  points,  auxquels  on  a  donné  le  nom 
ombilics.  On  les  aurait  obtenues  en  exprimant  que  les 
ilears  de  D,  données  par  les  équations  (4))  sont  indépen- 
intes  de  a  et  6,  comme  cela  doit  être  pour  que  la  cour- 
ire  de  toutes  les  sections  normales  soit  la  même. 

332.  Tangentes  conjuguées.  —  Si  l'on  trace  une  courbe 
elconque  sur  une  surface,  et  que,  par  tous  ses  points,  on 
be  les  plans  tangents  à  la  surface,  ces  plans,  par  leurs 
:er8ections  successives,  détermineront  une  surface  déve- 
>pable  circonscrite  à  la  pemière.  Ses  arêtes  sont  incli- 
es  sur  la  courbe  de  contact  suivant  une  loi  remarquable 
e  Dupin  a  reconnue  le  premier,  et  que  nous  allons  faire 
inaitre. 
La  question  que  nous  nous  proposons  est  donc  celle-ci  : 

Le  point  de  contact  d'un  plan  tangent  à  une  surface 
jlconque  se  déplaçant  suiv^ant  une  certaine  direction, 
uver  à  la  limite  la  droite  sui{>ant  laquelle  ce  plan  tan- 
zt  sera  coupé  par  le  plan  infiniment  voisin.  Ces  deux 
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directions  sont  tangentes  à  la  surface,  et  Ch.  Dupin  leur  a 
donné  le  nom  de  tangentes  conjuguées. 

Pour  cela,  nous  prendrons  pour  origine  le  poin^  de  con- 
tact de  la  surface  avec  le  plan  tangent  que  Ton  considère, 
et  dans  lequel  nous  prendrons  les  axes  des  xeXj\  dous 
choisirons,  comme  dans  le  n^  327,  pour  directions  de  ces 
deux  axes  celles  pour  lesquelles  le  rectangle  xj  ne  se 
trouvera  pas  dans  le  développement  de  z  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  de  ces  variables.  Nous  aurons  alors, 
pour  a:  =  o,  j^  =  o,  les  conditions 

p  =  0,      ^  =  O,      J  rz=  O. 

Soient  x'^  y\  z'  les  coordonnées  infiniment  petites  du  point 
de  contact  d'un  second  plan  tangent;  la  direction  suivant 

laquelle  se  sera  déplacé  le  point  de  contact  fera,  avec  Taxe 

y 
des  X,  un  angle  dont  la  tangente  sera  la  limite  de  ^9  lors- 

que  x\y  tendront  vers  zéro;  nous  désignerons  cette  limite 
par  m,  L*équation  du  plan  tangent  au  point  x'j' z'  sera 

et,  si  Ton  observe  qu'à  l'origine  on  a 

il  s'ensuivra,  en  observant  que   x\  y'  sont   infiniment 
petits, 

2  a 

et  l'équation  du  plan  deviendra 

z  =:  rx'  X  -f-  ty  y ; 
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faisant  z  =  o  pour  avoir  l'intersection  avec  le  premier  plan 
tangent,  qui  est  celui  des  x  et  j^,  il  vient,  en  remplaçant j' 
par  mx'  et  divisant  par  x\ 


.T 


rx  H-  tmy (r  -+-  m*t\  =  o. 

2  ' 


Pour  avoir  la  droite  cherchée,  il  suffit  de  faire  x'=o  dans 
cette  équation,  et  il  vient 

(7)  rx  -h  tmy  =  o 

pour  équation  de  la  tangente  conjuguée  de  celle  dont  la 
direction  est  déterminée  par  m.  Si  donc  on  désigne  par  m' 
la  tangente  de  l'angle  que  cette  droite  fait  avec  l'axe  des  x^ 
on  aura 

m'—            ^ 
m  m 5 

t/n 
d'où 

mm  = • 


On  voit  donc  que  les  directions  de  deux  tangentes  con- 
juguées quelconques  sont  celles  de  deux  diamètres  conju- 
gués de  la  section  conique  ayant  pour  équation 

r.r^  -4-  O''  =  ^» 

c  désignant  une  constante  quelconque.  Cette  courbe  n'est 
autre  que  l'indicatrice  au  point  que  l'on  considère,  et  dont 
nous  avons  donné  l'équation  dans  le  n°  327  5  car  on  désigne 
sous  cette  dénomination  générale,  non-seulement  la  sec- 
tion infiniment  petite  faite  dans  la  surface  par  un  plan 
parallèle  au  plan  tangent,  à  une  distance  infiniment  petite, 
mais  encore  à  toute  section  conique  semblable  à  celle  qui 
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est  donnée  par  Tintersection  de  ce  plan  avec  la  surface. 

L'angle  des  tangentes  conjuguées  est  droit  quand  elles 
sont  dirigées  suivant  les  deux  diamètres  conjugués  rectan- 
gulaires de  l'indicatrice,  et,  par  conséquent,  suivant  les 
directions  des  courbures  maximum  et  minimum. 

Nous  nous  bornerons  à  cette  propriété  fondamentale  des 
tangentes  conjuguées,  qui  montre  un  nouvel  usage  de  l'in- 
dicatrice dans  l'étude  générale  des  surfaces,  et  nous  ren- 
verrons, pour  plus  de  détails,  aux  Mémoires  mêmes  de 
l'auteur. 


*—* 
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CHAPITRE  XXX. 

LOIS  SUIVANT  LESQUELLES  VARIE  LA  DIRECTION 
DE  LA  NORMALE  A  UNE  SURFACE. 


333.  Pour  avoir  une  idée  nette  de  la  forme  d'une  sur- 
face, dans  le  voisinage  d'un  quelconque  de  ses  points,  il 
ne  suffit  pas  de  connaître  la  forme  des  sections  faites  par 
des  plans  passant  par  la  normale  en  ce  point,  quoique  ces 
courbes  déterminent  tous  les  points  de  cette  surface,  il  est 
encore  nécessaire  de  connaître  la  loi  suivant  laquelle  varie 
la  direction  de  la  surface«elle-même,  ou  de  son  plan  tangent 
quand  on  marche  suivant  une  quelconque  de  ces  courbes, 
ou  quand  on  passe  de  Tune  à  F  autre.  Ainsi  la  courbure 
des  sections  normales,  d'où  se  déduit  d'ailleurs  celle  des 
sections  obliques,  ne  suffît  pas  pour  donner,  dans  le  voisi- 
nage du  point,  une  connaissance  approfondie  de  la  forme 
d'une  surface.  Elle  ne  fait  connaître  que  la  loi  d'inflexion 
des  courbes  tracées  sur  cette  surface,  et  non  la  loi  d'in- 
flexion de  la  surface  elle-même. 

L'ingénieuse  théorie  des  tangentes  conjuguées  ne  suffit 
pas  non  plus  pour  remplir  cet  objet-,  car,  quoique  la  dépen- 
dance des  directions  de  ces  deux  tangentes  soit  liée  d'une 
manière  intime  à  la  forme  de  la  surface,  elle  ne  saurait  en 
donner  une  idée  nette,  parce  qu'elle  en  est  une  conséquence 
très-éloignée. 

On  voit  donc  ce  qui  manque  encore  dans  l'étude  que 
nous  avons  faite  jusqu'ici  de  la  forme  des  surfaces.  Nous 
la  compléterons  au  moyen  d'une  considération  nouvelle. 
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due  à  M.  Bertrand.  C'est  de  son  Mémoire  que  nous  avons 
extrait  les  diverses  propositions  que  nous  allons  exposer. 

334.  Soient  A  [fig-  i3)  un  point  quelconque  d'une  sur- 
face, et  AZ  la  normale.  Menons  par  AZ  des  plans  dans 
toutes  les  directions,  et  sur  chaque  courbe  d'intersection 
de  ces  plans  et  de  la  surface  prenons,  à  partir  de  A,  une 
longueur  infiniment  petite,  AM  =  e  -,  cette  longueur,  di- 
visée par  l'angle  des  tangentes  extrêmes,  donnera  le  rayon 
de  courbure  de  cette  courbe  au  point  A. 

Soit  maintenant  MN  la  normale  à  la  surface  en  M.  Sa 
direction  sera  déterminée  par  les  angles  qu'elle  fait  avec 
trois  axes  rectangulaires,  par  exemple  la  normale  AZ,  et 
deux  droites  AX,  A  Y  menées  à  angle  droit  dans  le  plan  tan- 
gent en  A.  Pour  obtenir  des  expressions  plus  simples  pour 
les  cosinus  des  angles  cherchés,  nous  choisirons  pour  les 
axes  AX,  AY  les  deux  directions  pour  lesquelles  on  a 

d^z 

nul  à  l'origine.  Ce  système  est  unique  en  général;  on 

l'obtient  en  faisant  disparaître  le  rectangle  xy  dans  le  dé- 
veloppement de  la  valeur  de  z  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  X  et  y.  La  discussion  est  la  même  que  celle  que 
l'on  fait  dans  la  théorie  des  courbes  du  second  degré-,  et  si, 
après  la  disparition  du  terme  renfermant  xy^  les  coeffi- 
cients de  X*  et  j^  étaient  égaux,  tout  système  d'axes  rec- 
tangulaires jouirait  de  la  propriété  de  faire  disparaître  ce 
même  terme.  Cela  posé,  faisons,  en  général. 


dz                 dz 

dx      P^     djr       ^' 

dH 
dx'       ''' 

d^z 

—    o 

dH 
dy^ 

—  /• 

dxdx~^    ' 

—  (  f 

f 

on  aura,  à  l'origine, 

Si  l'on  désigne  maintenant  par  X,  Y,  Z  les  angles  que  fait 


INTÉGRATION    DES    ÉQTJ AXIONS    DIFFÉRENTIELLES.        4^7 

avec  les  axes  la  normale  en  un  point  quelconque  de  la  sur- 
face, on  aura,  comme  on  le  sait, 

cosX  =  Àp,     cosY  =  ).^,     cosZ  =  — >, 
la  yaleur  de  X  étant 


le  double  signe  correspondant  aux  deux  sens  de  la  nor- 
male. 

Appliquons  ces  formules  au  point  M,  et  désignons  par  a 
l'angle  que  fait  avec  ZÂX  la  trace  AU  du  plan  de  la  sec- 
tion sur  le  plan  tangent  ;  les  trois  coordonnées  x,  j^,  z  du 
point  M  seront  respectivement,  en  négligeant  les  infiniment 
petits  du  second  ordre,  e  cosa,  e  sin  a,  o.  Pour  connaître  les 
valeurs  de  Xp,  Xy,  —  X  au  point  M,  il  suffit  d'ajouter  à  leurs 
valeurs  en  A  les  accroissements  qu'elles  subissent  par  les 
changements  infiniment  petits  que  reçoivent  les  coordon- 
nées quand  on  passe  de  l'origine  A  au  point  M.  Or,  au 
point  A,  on  a 

dp        dq 
»  =  o,      7  =  0,      5  =  -7-  =  -7^=0      et     À  =  I, 

dj-        dx 

en  choisissant  le  signe  supérieur  du  radical.  On  aura  donc, 
au  point  M, 

(i)         cosX  =  f  rcosa,     cosY  =  frsina,     cosZ  =  — i, 
et  par  suite 


sinZ  =  ^cos'X  -+-  cos*Y  =  i  ^r'cos*a  -h  O  sin'a, 
ou,  puisque  Z  est  infiniment  petit. 


Z  =  «y^r'cos*a  -h  /^sin'a, 
les  valeurs  de  r  et  £  se  rapportant  à  l'origine.  Telles  sont 
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les  formules  très -simples  qui  déterminent  la  direction 
d'une  normale  quelconque  infiniment  voisine  de  la  pre- 
mière. 

335.  Nous  avons  dit  que  ce  qu'il  faut  connaître,  c'est  la 
loi  suivant  laquelle  varie  la  direction  de  la  normale  à  la 
surface  dans  le  voisinage  du  point  A.  Or  c'est  à  quoi  Ton 
parviendra  en  exprimant,  au  moyen  de  a  et  e  :  i®  l'angle 
6  que  fait  avec  AZ  la  projection  MP  de  la  normale  MN  sur 
le  plan  de  la  section,  ou  la  normale  à  la  section  de  la  sur- 
face par  le  plan  ZAM  \  tP  l'angle  w  de  MN  avec  sa  projec- 
tion, c'est-à-dire  avec  le  plan  AZM.  On  peut  remarquer 
que  la  première  de  ces  deux  coordonnées  angulaires  déter- 
mine la  courbure  de  la  section  normale  AZM.  Considérons 
d'abord  le  premier  de  ces  deux  angles  :  il  est  complément 
de  celui  que  MP  forme  avec  AU  \  et,  en  négligeant  toujours 
les  infiniment  petits  du  second  ordre,  ce  dernier  est  le 
même  que  celui  de  MN  avec  AU,  parce  que  le  plan  de 
l'angle  infiniment  petit  NMP  est  perpendiculaire  au  plan 
ZAU,  et  ses  côtés  font  des  angles  finis  avec  AU.  Mais,  d'a- 
près les  formules  (i),  le  cosinus  de  l'angle  de  MN  avec  AU, 
qui  est  égal  à 

CCS  X  ces  a  -f-  cosYsina, 

aura  pour  valeur 

g(rcos^a  +  ^sin'a)  =sin0  =  9. 

C'est  le  sinus  de  l'angle  de  contingence  de  la  section,  ou 
cet  angle  lui-même.  En  le  divisant  par  l'arc  e,  on  aura  la 
courbure  que  nous  désignerons  par  v^  ce  qui  donnera  la 
formule 

(2)  i'i=:  rcos*a  H- f  sin^a. 

336.  Passons  maintenant  au  second  angle  NMP.  11  es^ 
évidemment  le  complément  de  celui  que  MN  fait  avec  1^ 
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>eqpeiidiciilaire  au  plan  ZAU.  Prenons  la  direction  de 
;ette  dernière  dans  le  sens  où  elle  fait  arec  AX  l'an^ 

X  -i 9  et  cherchons  le  cosinus  positif  ou  négatif  de  Fangle 

ju'elle  fait  avec  MX  :  ce  sera  le  sinus  de  KMP,  ou  cet 
ingle  lui-même,  considéré  comme  positif  quand  la  nor- 
male MX  sera  du  même  côté  de  ZAU  que  la  droite  menée 

sous  Fangle  a'\ — 9  et  conmie  négatif  quand  il  sera  du  côté 


opposé. 
L'expression  de  ce  cosinus  est 


(-Ï) 


cosXcosI  QL'\ —  )-{-  cosYcosa 

ou 

csm2Cosa(/  —  7^), 

ou  encore 

csin2a 


{t-r). 

Si  donc  nous  désignons  par  tù  l'angle  positif  ou  négatif 
NMP,  nous  aurons 

(3)  cy=— efr — /•)sin2a. 

Les  formules  (2)  et  (3)  donnent  l'expression  des  deux 
cjuantités  que  nous  nous  proposions  de  déterminer  ^  nous 
Jlons  en  développer  les  principales  conséquences. 

337.  Conséquences  de  la  formule  (3).  —  Si  nous  sup- 
posons t  constant,  Tangle  w  variera  proportionnellement 
^tt  sinus  du  double  de  l'angle  a\  d'où  il  résulte  immé- 
^*tcment  qu'il  est  nul  pour  les  quatre  valeurs  particu- 

ières 

TT  3ir 

a=:0,      a  r=r  — 9      a  =  tt,      a= — 9 

a  2 
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c'est-à-dire  quand  le  point  M  se  déplace  suivant  Tune 
quelconque  des  deux  directions  AX,  ÂY. 

On  voit  de  plus  que  l'angle  w  ne  peut  devenir  nul  pour 
aucune  autre  direction,  à  moins  que  l'on  n'ait  f  =  r,  au- 
quel cas  il  est  nul  pour  toute  direction. 

Nous  obtenons  ainsi  cette  propriété  remarquable  : 

En  tout  point  d'une  surface  quelconque,  il  existe  deux 
directions  rectangulaires  telles,  que  les  normales  à  la  sur* 
face  menées  par  les  points  irifiniment  voisins  du  premier 
dans  l'une  quelconque  de  ces  deux  directions,  sont  situées 
dans  le  plan  normal  conduit  suix^ant  celte  direction;  elles 
sont  donc  dans  un  plan  contenant  la  première  normale, 
et,  par  conséquent,  la  rencontrent.  Lorsqu'il  y  a  plus  de 
deux  directions  jouissant  de  cette  propriété,  toutes  les 
autres  en  jouissent. 

Nous  donnerons  à  ces  deux  propriétés  remarquables  la 
dénomination  de  directions  principales.  Il  ne  faut  pas  ou- 
blier que  nous  avons  négligé  les  infiniment  petits  du  second 
ordre.  Ainsi  l'on  doit  entendre  que  les  normales,  menées 
par  les  points  situés  à  une  distance  infiniment  petite  les 
uns  des  autres  dans  ces  directions,  peuvent  bien  ne  pas 
réellement  se  rencontrer,  mais  que  leur  plus  courte  dis- 
tance, si  elle  n'est  pas  nulle,  ne  peut  être  qu'un  infinimenl 
petit  d'un  ordre  supérieur  au  premier.  Cet  ordre  est  au 
moins  le  troisième,  d'après  la  remarque  du  n®  270,  tomel". 

On  a  donné  un  nom  particulier  aux  courbes  tracées  sur 
une  surface,  et  qui,  en  chacun  de  leurs  points,  ont  une 
direction  qui  jouit  de  la  propriété  que  nous  venons  de 
reconnaître  ;  on  les  nomme  des  lignes  de  courbure.  On  peut 
évidemment  en  faire  passer  deux  par  un  point  quelconque 
de  la  surface. 

338.  La  formule  (3)  conduit  à  une  proposition  géné- 
rale, que  nous  allons  faire  connaître,  et  d'où  nous  aurions 
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pu  déduire  la  précédente;  mais  celle-ci  se  présentait  si 
naturellement,  que  nous  avons  cru  devoir  la  faire  remar- 
quer immédiatement.  Si  nous  considérons  les  deux  direc- 
tions déterminées  par  les  angles  a  et  a  H —  9  cl  ayant  une 

valeur  quelconque,  les  deux  valeurs  de  co  seront  égales  et 
de  signes  contraires  ^  donc,  en  ayant  égard  au  sens  dans  le- 
quel nous  avons  fait  voir  qu'il  fallait  porter  Tangle  o),  sui- 
vant qu'il  était  positif  ou  négatif,  nous  pouvons  établir  la 
proposition  suivante  : 

Si,  en  un  point  quelconque  d^une  surface,  nous  consi- 
dérons deux  directions  rectangulaires  sur  lesquelles  nous 
prenions  des  longueurs  infiniment  petites  égales,  et  que, 
par  leurs  extrémités,  nous  menions  des  normales  à  la  sur- 
face, ces  normales  feront  respectivement  des  angles  égaux 
ax^ec  les  plans  menés  par  la  norm,ale  au  premier  point  et 
cJiacune  des  deux  directions  ;  et,  de  plus,  elles  seront 
toutes  les  deux  comprises  dans  V angle  dièdre  droit  que 
forment  les  deux  plans,  ou  toutes  les  deux  en  dehors. 

Cette  propriété,  comme  Fa  fait  voir  M.  Bertrand,  ren- 
ferme évidemment  la  précédente.  En  eflet,  puisque  le  sens 
dans  lequel  il  faut  porter  l'angle  o)  change  en  passant  d'une 
direction  à  celle  qui  lui  est  perpendiculaire,  il  y  a  néces- 
sairement une  direction  intermédiaire  pour  laquelle  l'angle 
iù  est  zéro.  Il  est  donc  nul  aussi  pour  la  direction  perpen- 
diculaire à  celle-ci,  et  Ton  retombe  ainsi  sur  la  proposition 
précédente. 

339.  Conséquences  de  la  formule  (a).  —  Considérons 
deux  directions  rectangulaires  quelconques  correspondant 

aux  angles  a  et  a  -I — •  Désignant  par  1^,  v'  les  courbures 
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de  ces  deux  sections  normales,  nous  aurons 

V  =  rcos'a  •+-  f  sin'a, 
v'=  r  sin' a  H-  ^cos^  ce, 

d'où 

p  -+-  p'  =  r  -h  ^ 

On  arrive  donc  à  ce  théorème  remarquable  : 

Dans  toute  surface,  la  somme  des  courbures  de  deux 
sections  normales  faites  en  un  même  point  par  deux  plans 
rectangulaires  quelconques  est  constante. 

Cette  somme  est  donc  celle  qui  se  rapporte  aux  deux  sec- 
tions qui  passent  par  les  directions  principales  *en  ce  point, 
puisque  ces  directions  sont  rectangulaires.  Les  valeurs  de  v 
qui  s'y  rapportent  s'obtiennent  en  donnant  successivement 

à  a  les  valeurs  o  et  -;  elles  sont  donc  r  et  t. 

2 

On  peut  remarquer  que  l'expression  de  i^,  donnée  par  la 
formule  (2),  reste  la  même  quand  on  cbange  a  en  27r — a: 
d'où  l'on  conclut  que,  pour  deux  plans  normaux  symétri- 
ques par  rapport  à  l'un  quelconque  de  ceux  qui  passent  par 
les  directions  principales,  la  courbure  des  sections  est  la 
même. 

On  peut  encore  faire  une  autre  observation  qui  n'est  pas 
sans  intérêt.  Si  l'on  partage  en  parties  égales  infiniment 
petites  l'espace  angulaire  autour  d'un  point  quelconque 
d'une  surface,  et  qu'on  fasse  passer  des  plans  par  ces  lignes 
de  division  et  la  normale,  la  moyenne  des  courbures  de 
toutes  ces  sections  sera  la  demi-somme  des  courbures  prin- 
cipales, c'est-à-dire  des  courbures  des  sections  principales  \ 
car  on  peut  partager  toutes  ces  sections  en  groupes  de  deux 
sections  ayant  leurs  plans  perpendiculaires,  et  comme, 
dans  chaque  groupe,  la  somme  des  courbures  est  la  demi- 
somme  des  courbures  principales ,  la  moyenne  générale 
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sera  aussi  cette  demi-somme.  Enfin  cette  courbure  moyenne 
n'est  autre  chose  que  celle  de  la  section  équidistante  des 

deux  sections  principales^  car,  en  faisant  a  =  ^9  on  trouve 


340.  Lorsque  les  coefficients  r  et  £  sont  de  même  signe, 
auquel  cas  on  peut  les  supposer  positifs,  puisque  cela  ne 
dépend  que  du  sens  dans  lequel  on  prend  z  positif,  il  est 
facile  de  voir  qu'il  existe  un  maximum  et  un  minimum 
pour  la  courbure  des  sections  normales.  En  effet,  la  valeur 
de  1^  peut  se  mettre  sous  la  forme 

p  =r  r  -4-  (r  —  r)  sin'a, 

et  l'on  reconnaît  immédiatement  que,  si  Ton  a  t  —  /'  ]!>  o, 
la  plus  petite  valeur  de  x^  correspond  à  a  =  o,  et  sa  plus 

grande  à  a  =  -  5  ces  valeurs  sont  r  et  t.  L'inverse  a  lieu  si 

l'on  a  t  —  r  <^o\  d'où  l'on  conclut  ce  théorème  : 

De  toutes  les  sections  normales  faites  en  un  même  point 
d'une  surface,  celles  qui  passent  par  les  directions  prin- 
cipales en  ce  point  présentent  le  maximum  et  le  minimum 
de  courbure. 

Nous  donnerons  à  ces  deux  sections  particulières  le  nom 
de  sections  principales. 

Les  directions  des  tangentes  à  la  surface,  qui  sont  dans 
le  plan  de  ces  sections,  sont  déterminées  par  l'équation  (3) 
du  n®  330,  et,  par  suite  aussi,  les  directions  principales  et 
les  tangentes  aux  lignes  de  courbure. 

On  aura  donc  l'équation  différentielle  des  lignes  de 
courbure,  en  remplaçant  dans  l'équation  (3),  cosa,  cos6, 
cos  jr  par  les  quantités  proportionnelles  dx^  dy,  dz. 
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On  trouvera  ainsi 

rdx  -h  sdy  tdjr  -+-  sdx 


(i-Jr  p^)djC'^pqdx        (^i -{- q^jdy -^ pqdx 

341 .  Supposons  maintenant  que  /*  et  t  soient  de  signes 
contraires,  et  que  r,  par  exemple,  soit  positif.  A  partir 
de  a  =  o,  qui  donne  i^  =  r,  t^  va  en  diminuant  jusqu'à  o, 

qui  correspond  à  tanga  =  --  Il  devient  ensuite  négatif; 

ce  qui  apprend,  comme  nous  Tavons  fait  remarquer,  que 
le  centre  de  courbure  passe  dç  l'autre  côté  du  plan  tangent. 

Pour  a  =  -y  u  prend  sa  valeur  maximum,  qui  serait  un 

minimum  si  Ton  faisait  abstraction  du  signe.  H  passera 
ensuite  symétriquement  par  les  mêmes  valeurs  dans  les 
trois  autres  angles  droits.  On  retrouve  ainsi  les  résultats 
déjà  obtenus  par  d'autres  considérations.  Il  en  serait  dc^ 
même  pour  le  cas  où  l'un  des  coefficients  /*,  t  serait  nul. 

Longueur  et  position  de  la  commune  perpendiculaire 
à  deux  normales  infiniment  ^voisines. 

342.  Prenons  Tune  des  normales  pour  l'axe  A2  (^gf.ïS), 
et  pour  axes  des  x  elj  les  tangentes  aux  sections  normales 
de  courbure  maximum  et  minimum.  En  employant  les 
mêmes  dénominations  que  dans  les  n°^  334,  336,  on  aura, 
pour  la  seconde  normale, 

cosX=:  ercosa,     cosY==  ef  sina,     cosZ  =  —  i, 
sinZ  =:  Z  =  e  v''/''  cos^a  -+-  t^  sin'a. 

Soit  mené  par  AZ  {fig-  1 3  )  un  plan  Z AV  parallèle  à  la 
seconde  normale  MN,  les  cosinus  des  angles  de  la  trace  AV 
avec  les  axes  AX,  AY  seront  dans  le  même  rapport  que 
pour  toute  droite  comprise  dans  le  plan  ZAV,  et,  par  con- 
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>éc[aent,  que  pour  la  parallèle  à  la  normale.  Si  donc  on 
tait  VAX  =  (fj  on  aura 

coso       rcosa  t 

-T— ^  =  — ; —     ou     tang(p  =  -  tanga. 

siny        tsmoL  r      ° 

Or  la  longueur  de  la  plus  courte  distance  $  des  deux 
nonnales  est  égale  à  la  perpendiculaire  MI  abaissée  d'un 
point  de  MN  sur  le  plan  ZA V  ;  on  aura  donc 

^=  csin(f  —  a)  =f  (sin^cosa  —  sinacoscp), 

et,  comme  on  a 

isina  rcosa 

<my^  Ti  7      cosy=  ? 

V/*  cos*a  -+-  t^  sin*a  V'^  cos'a  •+-  ^  sin'a 


ii  yiexxl 


t[t — r)sinacosa  eu 

^H  cos'a  H-  r" sin'a        ^ 


d*apx*ès  les  dénominations  déjà  employées. 

^^  voit  qu'elle  est  nulle,  quel  que  soit  a,  si  £  =  /•,  et 
<pe^  dans  le  cas  contraire,  elle  ne  l'est  que  poura  =  o 

et  «  s:  -,  c'est-à-dire  pour  les  normales  menées  suivant 

\    les  directions   des  sections   principales.   Pour   toutes  les 
î    autres  valeurs  de  a,  elle  est  infiniment  petite  du  premier 
ordre. 

Si  l'on  désigne  par  jo,  joMes  rayons  de  courbure  princi- 
paux, on  a 

*        r        ^         t 

et 

^ f(p  —  p')sinacosa 

^p'sin'a  -+-  p'*cos*a 
Calcul  înf,  D,  —  11.  3o 
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On  peut  remarquer  que  la  direction  de  MI,  ou  de  la 
commune  perpendiculaire  aux  deux  normales,  est  celle 
de  la  tangente  conjuguée  de  AM. 

En  eiiet,  la  tangente  de  Tangle  de  MI  avec  ÂX  est  ^gale 

à  —  cotç  ou ;  le  produit  de  cette  tangente  par 

tanga  est  donc j  ce  qui  démontre  la  proposition. 

343.  Cherchons  maintenant  la  hauteur  à  laquelle  se 
trouve  située  la  commune  perpendiculaire  aux  normales 
AZ,  MN.  U  faut  pour  celja  mener,  par  la  projection  I  de  M 
sur  ZAV,  une  parallèle  à  MN,  et  chercher  sa  rencontre  N' 
avec  AZ.  Or  l'angle  de  IN'  avec  AZ  étant  celui  qui  a  été 
désigné  par  Z,  on  aura 


AI        v^«»^^2        8      /        «'        fv/Z«— «» 


^        e       /         «»        f 


Z  z  'y     1/  'y  5  T7  f 

et,  comme  9,  w,  Z  sont  les  trois  côtés  d'un  triangle  sphé- 
rique  rectangle  infiniment  petit,  on  a 

et,  par  conséquent, 

AN  =  - . 
Z» 

Le  point  N'  est  donc  très-différent  du  centre  de  courbure 
R  de  la  section  ZAU,  dont  la  distance  à  A  est 

En  introduisant  R  dans  Texpression  de  AN',  on  lui 
donne  la  forme  suivante  : 

Z^ 
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AJV'  est  donc  plus  petit  que  R,  puisqu'on  a  Z]>fl,  et  te 
pied  N'  de  la  perpendiculaire  commune  est  entre  A  et  le 
centre   de    courbure   de  la   section.    Pour   que   Ton   ait 

AN'=  R,  il  faudra  que  -  =  i  et,  par  suite ,  ;-  =  o  -,  alors 

$  sera  nul  :  cela  n'a  lieu  que  pour  les  sections  principales. 
Si  l'on  voulait  connaître  la  distance  du  centre  de  cour- 
bure de  la  section  ZAU  à  la  normale  MN,  il  suffirait  de 
considérer  le  triangle  rectangle  dont  R  serait  l'hypoténuse 
et  Qd  l'un  des  angles  aigus.  La  distance  cberchée  serait  ainsi 
Rsineo  ou  simplement  Ro).  Son  rapport  à  la  commune 

perpendiculaire  5,  dont  la  valeur  est  î  =  •=•  =  —y-  ?  sera, 
donc  -• 


Théorème  de  Dupin  sur  les  sur j aces  orthogonales, 

344.  Ce  théorème  consiste  en  ce  que  :  Si  trois  séries 
continues  de  surfaces  se  coupent  mutuellement,  et  de  telle 
manière  qu^ elles  soient  à  angle  droit  en  chaque  point  de 
leur  rencontre,  ces  lignes  d'intersection  seront  pour  chaque 
surface  ses  lignes  de  courbure, 

M.  Bertrand' a  déduit  de  son  théorème  fondamental  une 
démonstration  très-simple  de  cette  proposition.  Considé- 
rons, en  effet,  trois  séries  de  surfaces  orthogonales,  et  soient, 
en  un  point  A  {fig>  14)9  AX,  AY,  AZ  les  tangentes  aux 
courbes  d'intersections  des  surfaces  que  donnent  respecti- 
vement en  ce  point  les  trois  séries  que  l'on  considère.  Pre- 
nons sur  ces  courbes  les  points  M,  N,  P  à  des  distances  in- 
finiment petites  égales  du  point  A.  En  chacun  de  ces  points 
les  normales  aux  deux  surfaces  qui  y  passent  sont  perpen- 
diculaires. Soient  of,,^?^,,  y  et  a',  6',  y'  les  angles  que  font 
respectivement  avec  les  axes  AX,  A  Y,  AZ  les  deux  nor- 

3o. 
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maies  Mm,  Mm';  on  aura 

cosa  cosa'  -f-  cos6  cosê'  -4-  COS7  0057'=  o. 

Or  a  et  a'  diflerent  infiniment  peu  d'un  angle  droit,  et  S, 
y'  sont  infiniment  petits  :  cette  équation  deviendra  donc, 
en  négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre, 

{a)  cos6' -+- C0S7  =  o. 

Soient  de  même  a^,  61,  y^  et  a\^  6\,  y\  les  angles  corres- 
pondant respectivement  aux  normales  N/z,  N/i',  et  enfin  a„ 
62,  yj,  a'j,  6'j,  7',  ceux  qui  correspondent  aux  normales 
P^,  P/>'  :  on  aura  semblablement 

[b)  COS7',  -+-  cosa,  =  o, 

(c)  COSa^  -f-  COS62  =  o. 

Ces  trois  équations  (a),  (i),  (c)  résultent  de  ce  que  les 
trois  surfaces  sont  rectangulaires  en  tous  les  points  de  leurs 
intersections  respectives.  Maintenant,  d'après  le  théorème 
de  M.  Bertrand  sur  les  jnormales  à  une  même  surface,  on 
aura  les  trois  suivantes,  dont  la  première  se  rapporte  à  la 
surface  qui  a  pour  normale  AX,  la  deuxième  à  celle  qui  a 
pour  normale  A  Y,  et  enfin  la  troisième  à  celle  dont  la  nor- 
male est  AZ  : 

{d)  00562=0057',, 

(e)  cos7  =  cosa'j, 

(/)  cosa,  =  cos6'. 

La  combinaison  de  ces  équations  avec  les  trois  premières 
conduit  facilement  à  la  démonstration  de  la  proposition 
que  nous  avons  en  vue.  En  effet,  si  nous  reportons  dans  les 
premières  les  valeurs  de  trois  des  cosinus  qui  entrent  dans 
les  dernières,  par  exemple  ceux  qui  forment  les  premiers 
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membres,  il  vient 
cos6'  -f-  cosa,  =r  o,     COS7',  -h  cos6'  =  o,     cos  a,  -+-  cosy',  =:  o. 

Ajoutant  les  deux  premières  et  retranchant  la  troisième, 
on  obtient 

2cos6'  =  o     ou     cos6'  =  o, 

équation  qui  en  entraîne  immédiatement  cinq  autres  j  de 
sorte  que  l'on  a 

COSé'  =  o,       COS7  =  o,      cosa',  =  o, 
cos6,=  o,     0057^  =  0,      cosai  =  o. 

La  première  exprime  que  la  normale  Mm'  est  dans  le  plan 
ZX,  et  par  conséquent  rencontre  la  normale  AZ-,  d'où  il 
suit  que  AM  est  dans  la  direction  d'une  ligne  de  courbure 
de  la  surface  à  laquelle  AZ  est  normale.  U  en  serait  de 
même  des  autres  ;  de  sorte  que  ces  six  équations  démontrent 
que  les  trois  intersections  des  surfaces  proposées  sont  sur 
chacune  d'elles  dans  les  directions  de  ses  lignes  de  cour- 
bure. 

Cette  propriété  ayant  lieu  en  tous  les  points  d'une  quel- 
conque de  ces  courbes,  elle  ne  sera  donc  autre  chose  qu'une 
ligne  de  courbure  de  chacune  des  surfaces  dont  elle  est  l'in- 
tersection. On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant,  qui 
est  celui  de  Dupin  : 

Lorsque  trois  séries  de  surfaces  se  coupent  orthogona- 
lement,  leurs  intersections  ne  sont  autre  chose  que  leurs 
lignes  de  courbure  respectives. 

Et  comme,  dans  les  calculs  précédents,  on  n'a  fait  entrer 
que  la  considération  des  trois  surfaces  qui  passent  au  point 
A,  on  peut  énoncer  le  théorème  suivant,  qui  entraîne  celui 
de  Dupin  : 

Si  trois  surfaces  se  coupent  de  manière  à  être  normales 
en  tous  les  points  oii  elles  se  rencontrent,  les  courbes  d'in- 
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ter  section  seront,  sur  chacune  des  trois  surfaces,  tangentes 
aux  lignes  de  courbure  menées  par  le  point  commun  aux 
trois  surfaces. 

Remarques  générales  sur  les  systèmes  de  droites  menées 

par  tous  les  points  de  l'espace. 

345.  Les  propriétés  que  nous  avons  déduites  de  la  for- 
mule (3),  relativement  aux  normales  à  une  même  surface, 
sont  caractéristiques,  c'est-à-dire  qu'elles  n'auraient  pas 
lieu  relativement  à  un  système  de  droites  dont  la  position 
serait  déterminée  pour  chaque  point  de  l'espace  par  des 
fonctions  continues  de  ces  coordonnées,  mais  qui  ne  se- 
raient pas  normales  à  une  série  de  surfaces.  Il  n'en  est  pas 
de  même  des  propriétés  déduites  de  la  formule  (2)^  elles  ne 
caractérisent  pas  spécialement  les  normales  à  une  même 
surface.  Nous  allons  démontrer  ces  propositions  remar- 
quables, qui  se  trouvent  encore  dans  le  Mémoire  de 
M.  Bertrand. 

Soient  X,  Y,  Z  des  fonctions  continues  des  coordonnées 
rectangulaires  a:,  j^,  z  d'un  point  quelconque  ;  elles  déter  — 
minent  pour  ce  point  une  droite  unique  qui  fait  avec  les 
axes  des  angles  dont  les  cosinus  c,  c',  c"  sont  proportionnel  ^ 
à  ces  fonctions.  Si  l'on  pose 


et  que  l'on  considère  toujours  le  sens  correspondant  au 
signe  -f-  de  ce  radical,  ces  cosinus  auront  pour  valeurs 

/  \  -S.         ,       Y  Z 

(I)  C=:  —y       c=— 5       €:=.—• 

^^  D  D  D 

Soient  maintenant  M  {fig-  i5)  un  point  quelconque  de 
l'espace,  ayant  pour  coordonnées  jc^j-^z]  MN  la  direction 
déterminée  par  les  équations  (1)5  MU,  MV  deux  directions 
faisant  des  angles  droits  l'une  avec  l'autre  et   avec  MN-, 
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a,  a',  al\  et  i,  h\  i"  les  cosinus  des  angles  qu'elles  font  res- 
pectivement avec  les  axes.  Prenons,  sur  ces  directions, 
deux  longueurs  infiniment  petites,  MD=  MD'=  e,  et  aux 
points  D,  D' menons  les  droites  DP,  lyP,  déterminées  en- 
core parles  équations  (i)  au  moyen  des  coordonnées  de  ces 
points  respectifs. 

Cela  posé,  nous  allons  démontrer  d'abord  la  première 
proposition  que  nous  avons  énoncée,  et  qui  consiste  en  ce 
que  les  lignes  DP,  D' P  ne  feront  des  angles  égaux  avec  les 
plans  NMD,  NMD',  et  dans  le  sens  indiqué,  que  lorsqu'il 
sera  possible  de  faire  passer  par  un  point  arbitraire  de 
l'espace  une  surface  qui,  en  chacun  de  ses  points,  soit 
normale  à  la  droite  déterminée  par  les  formules  (i).  Dé- 
terminons d'abord  l'angle  w  de  DP  avec  le  plan  NMU, 
ou  son  complément,  qui  est  l'angle  de  DP  avec  MV.  Re- 
marquons, pour  cela,  que  les  coordonnées  du  point  D 
seront 


X '\- ai^     y~\~a'i^     z -^  a" z. 


et  que  les  fonctions  c,  c',  c"  de  a:,  j^  z  deviendront  respec- 
tivement, pour  ce  point. 


(de  ^  de  ,,  dc\ 

dx  dy  dz  ) 

]     ,         (    de'  de'  dc'\ 

(a—  a'—  ''  —  \ 

\     éùc  dy  dz  ) 


c'^-f-  6 


D'après  ces  valeurs  des  cosinus  des  angles  de  DP  avec  les 
axes,  le  cosinus  de  l'angle  de  DP  avec  MV,  ou  le  sinus  de 
l'angle  w,  ou  enfin  cet  angle  lui-même,  puisqu'il  est  infi- 
niment petit,  aura  pour  expression,  en  observant  que  l'on 
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aic4-è'c'+ÔV'=o, 

t 

,/    de  .de  „dc\         ,,/    d^  ,d(f>  Ae' 

\    dx  dy  dzj  \   dx  dy  dz^ 

-h  go    \a  — ; r-  a  -r h  a   --—  )• 

\    dx  dy  dz  } 

Il  est  presque  mutile  de  remarquer  que,  si  Ton  prenait  le 
point  D  sur  une  courbe  quelconque  tangente  à  MD,  la  râ- 
leur de  Cl)  ne  subirait  aucun  changement,  puisque  nous  né- 
gligeons les  infiniment  petits  du  second  ordre. 

Si  maintenant  on  veut  calculer  l'angle  de  lyP  avec  le 
plan  NMV)  et  dans  le  même  sens  par  rapport  à  ce  plan, 
il  faudra,  dans  l'expression  précédente,  changer  a,  a\  ol 
en  è,  V ^  h"^  et  i,  è',  h"  en  —  a,  —  d^  —  aP .  Si  donc  on 
prend  cet  angle  en  sens  contraire,  ce  qui  se  fera  en  chan- 
geant les  signes,  on  aura,  en  le  désignant  par  ot)', 

\    d.r.  dy  dzj  \    dx  dy  dzj 


-f-« 


\    dx  dy  dz  j 


Ce  que  nous  cherchons,  c'est  la  condition  pour  que  û)  =  c«)', 
quelle  que  soit  la  direction  MU.  Or,  en  formant  la  diflé- 
rence  w  —  o)',  et  se  rappelant  les  formules  connues 

ah'  —  ha'  =z  c\     a" h  ^b"a=z  c\     a' b'' -^  h'a"—c, 

qui  résultent  de  ce  que  les  trois  directions  en  M  sont  rec- 
tangulaires comme  les  axes,  on  trouvera  immédiatement 

...     ,  \  n(dc        dc'\  Idc''       dc\         (de'       dd'W 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  angles 
w,  (ù'  soient  égaux  est  donc  que  le  second  membre  de  cette 
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iquation  soit  nul  ;  et  Ton  remarquera  que,  comme  il  ne 
iépend  que  de  quantités  constantes  pour  le  même  point 
M,  s'il  est  nul  pour  une  certaine  direction  choisie  pour 
MU,  il  le  sera  pour  toute  autre.  Mais  on  peut,  dans  cette 
équation  de  condition,  substituer  aux  quantités  c,  c\  c" 
les  quantités  respectives  X,  Y,  Z  qui  leur  sont  propor- 
tionnelles i  car  la  forme  de  cette  équation  fait  reconnaitre 
immédiatement  que  l'introduction  d'un  facteur  commun, 
fonction  de  JCy  y^  z,  dans  les  quantités  c,  c\  c"^  ne  pro- 
duirait que  des  termes  qui  se  détruiraient,  et  un  facteur 
commun  que  l'on  pourrait  supprimer. 

Ainsi  la  condition  analytique  nécessaire  et  suffisante 
pour  l'égalité  des  angles  ot),  (J  est 


^IdY       dZ\      ^(dZ       dlL\       ^(^^       c... 


\dy         dx) 

Or  cette  condition  est  précisément  celle  de  Tintégrabilité 
de  1  équation 

ILdjc  -i-  Xdf  ■+-  Zdz  =  o  ; 


et,  quand  elle  sera  remplie,  cette  dernière  équation  re- 
présentera une  série  de  surfaces,  en  chaque  point  des- 
celles la  normale  fera,  avec  les  axes,  des  angles  dont  les 
cosinus  seront  proportionnels  à  X,  Y,  Z. 

Ainsi,  l'égalité  des  angles  o),  w'  en  un  point  quel- 
conque  M  de  l'espace  entraîne  cette  conséquence,]  que, 
par  un  point  arbitraire,  on  peut  faire  passer  une  surface 
telle,  que  ses  normales  se  confondront  a^^ec  les  droites  du 
système  en  question. 

Cette  propriété,  que  nous  avions  reconnue  pour  une 
stu*face  quelconque,  est  donc  caractéristique;  elle  n'ap- 
partient qu'aux  normales  à  une  surface  :  elle  ne  subsiste 
>Ius  pour  tout  autre  système  de  droites. 

346.  Le  second  membre  de  l'équation  (3)  ne  dépendant 
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nullement  de  la  direction  particulière  de  MU,  il  s'ensuit 
que  la  différence  des  angles  ct),  co',  qui  est  nulle  dans  le 
cas  des  normales  à  une  même  surface,  est  constante  pour 
un  même  point,  lorsque  Ton  considère  un  système  quel« 
conque  de  droites,  déterminées  en  chaque  point  par  des 
fonctions  continues  de  x^j^  z.  Cette  remarque  est  due  â 
M.  Sturm. 

347.  Passons  maintenant  aux  propriétés  résultant  de 
la  comparaison  des  courbures  des  sections  normales  faites 
dans   une  surface   par  des  plans  formant  entre  eux  un 
angle  droit,  et  voyons  si  elles  sont  caractéristiques  comme 
les  précédentes,  ou  si  elles  subsistent  lorsque,  au  lieu  des 
normales  à  une  même  surface,  on  considère  un  système 
continu  quelconque  de  lignes  droites.  Dans  une  surface, 
les  normales  à  la  section  ne  sont  autre  chose  que  les  pro- 
jections des  normales  à  la  surface  sur  le  plan  de  cette  sec- 
tion, et  la  courbure  de  la  section  est  le  rapport  de  Tangle 
de  deux  normales    infiniment  voisines  à   l'arc  compris. 
Nous  allons  généraliser  cette  considération  pour  le  système 
de  droites  déterminées  en  chaque  point  de  l'espace  par  les 
fonctions  X,  Y,  Z.  Pour  cela,  nous  ferons  passer  par  une 
quelconque  MN  de  ces  droites  un  plan  quelconque  NMU, 
et  nous  projetterons  sur  ce  plan  toutes  les  droites  du  sys- 
tème qui  se  rapportent  à  ^ç.^  différents  points.  Leurs  direc- 
tions étant  déterminées  en  fonction  des  coordonnées  de 
chaque  point  rapportées,  par  exemple,  à  des  axes  pris  dans 
ce  plan,  on  sait  qu'il  existe  une  série  de  courbes  normales 
à  ces  droites,  parce  qu'une  équation  différentielle  entre 
deux  variables  a  toujours  une  intégrale,  et  nous  considére- 
rons celle  de  ces  courbes  qui  passe  par  le  point  M.  Lors- 
que le  système   général  des  droites  deviendra  celui  des 
normales  à  une  série  de  surfaces,  cette  courbe  ne  sera 
autre  chose  que  la  section  de  la  surface  passant  en  M  par  le 
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plan  NMU.  Cela  posé,  la  courbure  u  de  la  courbe  que  nous 
venons  de  déterminer  s'obtiendra  comme  dans  le  cas  où 
les  droites  sont  normales  à  une  même  surface.  On  prendra 
sur  MU  une  longueur  infiniment  petite  MD  =  £  ^  on  mè- 
nera par  le  point  D  la  droite  DP  du  système  en  question, 
et  l'on  cherchera  le  cosinus  de  l'angle  qu'elle  fait  avec 
MU;  il  sera  le  même  que  celui  que  la  projection  de  DP  sur 
NMU  fait  avec  MU,  et  par  conséquent  sera  le  sinus  de 
l'angle  de  cette  projection  avec  JNM,  ou  cet  angle  même. 
En  faisant  usage  des  formules  déjà  calculées  pour  la  direc- 
tion DP,  et  observant  d'ailleurs  que 


ac  -^a!  c'  -r-  a" c"  =  o, 


+  « 


on  ai  pour  le  cosinus  de  l'angle  des  deux  directions  MN, 
DP,  ou  pour  l'angle  de  contingence  de  la  courbe  dont  il 
s'agit, 

(de  ,dc         „dc\  ,f   de'  ,dc'  „dc'\ 

\   dx  dy  dzj  \    dx  dy  dz  J 

J    de"  ,dc''  „dc"\ 

y    dx  dy  dz  J 

En  divisant  cette  expression  par  e,  on  aurait  la  courbure 
cherchée  u.  Mais  si,  pour  simplifier  les  calculs,  on  prend 
I4  direction  MN  pour  axe  des  z,  on  aura  a''=  o,  et  l'ex- 
pfcssion  de  u  sera,  en  désignant  par  a'  l'angle  que  fera  MU 
»vec  le  nouvel  axe  des  a:, 

{t\  de  (de        dd\    ,  de'   .  , 

141     V  =  —-  cos'a  -\-\-i — I-  -7—    sma  cosa  4-  -7-  sm^a. 
dx  \dy       dx  J  dy 

Qr  cette  formule  va  nous  démontrer  les  mêmes  propriétés 
que  nous  ont  offertes  les  sections  normales  d'une  surface. 

£n  effet,  si  nous  changeons  a  en  a  H — 9  nous  trouverons 

pour  la  courbure  u^  relative   au  plan  perpendiculaire  à 
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NMU 

,       de    ,  [de        dd\    .  de? 

u=  -T-sin'a  —  (  -7 — h  -7—  Vsmacosa-4-  -r-cos*a, 
dx  \dy       dx  j  dy 


d  où 


de        de' 
dx        dy 


La  somme  des  courbures  relatives  à  deux  plans  perpendi- 
culaires entre  eux,  passant  par  MN,  est  donc  constante-, 
d'où  il  suit  déjà  que,  si  Tune  est  maximum,  l'autre  sera 
minimum,  et  réciproquement;  mais,  comme  cela  n'indique 
ni  le  nombre,  ni  la  position  des  plans  qui  se  rapportent  à 
ces  maxima  ou  minima,  chercbons,  en  général,  les  valeurs 
de  «qui  peuvent  donner  de  pareilles  valeurs  de  u.  La  règle 
ordinaire  conduit  à  l'équation 


de 

Sm2a(    , 
dx 


dc'\  [de        dc'\ 


d'où  il  résulte  que  les  valeurs  de  a  ne  construiront  que  deux 
directions,  à  angle  droit  l'une  sur  l'autre,  et  correspondant, 
par  conséquent,  l'une  à  un  maximum  et  l'autre  à  un  mini- 
mum de  courbure. 

On  voit  donc  que  les  propriétés  relatives  à  la  courbure 
des  sections  normales  ne  sont  pas  caractéristiques  pour  les 
surfaces  5  car  elles  se  retrouvent  pour  tout  système  de  di- 
rections déterminées  en  chaque  point  par  des  fonctions 
continues  quelconques  des  coordonnées  de  ce  point.  Celte 
distinction  entre  les  propriétés  qui  conviennent  à  tous  les 
systèmes  et  celles  qui  ne  conviennent  qu'aux  normales  à 
une  série  de  surfaces  mérite  une  attention  particulière. 

348.  Nous  terminerons  cette  discussion  par  la  rechercte 
des  directions  perpendiculaires  à  MN  [fig-  i5),  suivant  les- 
quelles il  faudrait  marcher  pour  que  les  droites  infiniment 
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Toisines  se  rencontrassent.  On  sait,  par  ce  qui  précède, 
qu'il  ne  peut  y  en  avoir  deux  rectangulaires  en  chaque 
point  j  car  alors  les  droites  proposées  seraient  normales  à 
une  même  surface  ;  mais  on  ignore  s'il  en  existe,  et  com- 
ment elles  se  trouveront  situées. 

Soit  MU  une  direction  telle,  que  la  droite  NP  du  sys- 
tème, menée  par  le  point  O  situé  à  une  distance  infiniment 
petite  e  de  M,  rencontre  MN,  en  négligeant  toujours  les 
infiniment  petits  du  second  ordre. 

Il  est  nécessaire  et  suffisant,  pour  cela,  que  l'angle  (O, 
exprimé  par  la  formule  (3),  soit  nul.  Cette  condition  sera 
plus  facile  à  interpréter  si  l'on  prend  la  droite  MN  pour 
axe  des  z  \  on  aura  alors 

<ï     =  O9       0=0; 

et,  si  l'on  désigne  par  a  l'angle  de  MU  avec  l'axe  des  x,  d'où 
résultera 

a  =  cosa,     «'=  sina,     b= — sina,     ô'  =  cosa, 

l'équation  qui  exprime  la  rencontre  de  MN  avec  les  droites 
infiniment  voisines  devient 


de    ,  ^  .  (de        de  \        dd 

-7-  sm'a  -4-  sma  cosa  1  -r t^\ r- 

djr  \da:        dy  J        dx 


ou,  en  divisant  par  cos^a, 

,    .  de  [de        dc'\  de' 

Cette  équation  étant  du  second  degré  prouve  qu'en  chaque 
point  il  y  a  deux  directions  au  plus  jouissant  de  la  propriété 
en  question,  si  l'on  excepte  les  points  singuliers  pour  les  - 
quels  les  trois  coefficients  seraient  nuls,  auquel  cas  toute 
valeur  conviendrait  pour  a.  On  peut  d'ailleurs  facilement 
vérifier  que  ces  deux  directions,  lorsqu'elles  existent,  ne 
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peuvent  être  à  angle  droit  en  chaque  point,  si  les  droites 
du  système  ne  sont  pas  normales  à  une  même  surface.  En 
eflet,  la  condition  d'intégrabilité  de  l'équation 

n'ayant  pas  lieu,  on  n'a  pas,  à  l'origine  des  coordonnées, 

dy         dx  dy       dx  ' 

donc  le  produit  des  racines  de  l'équation  (^),  qui  est 

—  —  î  n'est  pas  égal  à  —  i^  et,  par  conséquent,  les  direo 

tions  données  par  les  deux  racines  de  cette  équation  ne  sont 
pas  rectangulaires. 

Lignes  de  courbure. 

349.  Si,  par  tous  les  points  d'une  ligne  tracée  sur  une 
surface,  on  mène  des  normales  à  cette  surface,  elles  sont, 
en  général,  dans  des  plans  différents,  et  la  plus  courte  dis- 
tance de  deux  d'entre  elles,  correspondant  à  des  points  in- 
finiment voisins  sur  la  surface,  est  un  infiniment  petit  du 
même  ordre  que  la  distance  de  ces  deux  points  et  que  l'angle 
de  ces  mêmes  normales. 

Nous  avons  déterminé,  dans  le  n°  340,  les  équations  dif- 
férentielles des  lignes  qu'il  faudrait  tracer  sur  une  surface 
pour  que  la  plus  courte  distance  des  normales  successives 
fût  non  pas  nulle,  mais  infiniment  petite  par  rapport  à  la 
distance  des  points  correspondants  de  la  surface,- ou,  en 
général,  à  l'accroissement  infiniment  petit  du  premier 
ordre  des  paramètres  qui  en  déterminent  la  position;  et 
nous  avons  vu  que  cette  plus  courte  distance  sera  au  moins 
du  troisième  ordre.  Il  est  facile  d'en  conclure  que  les  nor- 
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maies  se  trouyeront  alors  t  aiigentes  à  une  même  com^be  à 
iouble  courbure,  et  que  leur  ensemble  formera,  par  con- 
séquent, une  surface  déyeloppable. 

En  effet,  soient  M,  Mi,  M,,. . .  les  pieds  des  perpendi- 
culaires communs  à  chacune  de  ces  droites  successiTCs  et  à 
la  suivante.  Le  polygone  MMiMs*  •  •  aura  ses  côtés  infi- 
aiment  petits  du  premier  ordre,  si  l'on  excepte  le  cas  par- 
ticulier où  tous  ses  sommets  tendraient  à  se  réunir  en  un 
même  point.  H  tendra  donc  vers  une  certaine  courbe  géné- 
ralement à  double  courbure. 

Si  maintenant  on  considère  le  triangle  qui  a  pour  côtés 
MMi  et  la  commune  perpendiculaire  passant  par  M,  son 
angle  en  Mi  sera  infiniment  petit,  puisque  le  côté  opposé 
est  d'un  ordre  supérieur  à  jMMi  ^  d'où  il  suit  que  l'angle  de 
MMi  avec  la  droite  du  système  qui  passe  en  Mi  tend  vers 
zéro.  Donc  toutes  ces  droites  ont  pour  limites  les  tangentes 
à  la  courbe  limite  des  points  M,  M|,  Ms, . .  • .  Nous  avons 
nommé  lignes  de  courbure  les  lignes  tracées  sur  une  sur- 
face, et  jouissant  de  cette  propriété,  que  la  plus  courte  dis- 
tance des  normales  est  du  troisième  ordre.  Nous  allons  les 
retrouver  par  cette  considération  que  leurs  équations  soient 
satisfaites  par  les  coordonnées  d'un  même  point,  en  négli- 
geant les  infiniment  petits  d'ordre  supérieur  au  premier. 

Soient  a?,  y^  z  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
d  une  surface,  les  équations  de  la  normale  en  ce  point  se- 
ront 

X  —  x' -\-p[z  —  s')r=o,     y — f -^  q{z  —  z')  =  o. 

Le  point  d'intersection  de  cette  ligne  et  de  la  normale 
*u  point  infiniment  voisin ,  dont  les  coordonnées  sont 
J^4-da/,  y'-\-  rf/,  -zZ-f-  dz\  sera  donné,  en  négligeant  les 
Uifiniment  petits  d'ordre  supérieur  au  premier,  par  la  com- 
binaison de  ces  deux  équations  et  de  leurs  différentielles 
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par  rapport  à  ocf^y^  z!^  qui  sont 

—  dx' — pdz' -^[rdx' -\-  sdf)  {z  —  z')  =  o, 
^dy  —qdz'  -^  [tdy  -f-  sdx*)  {z  —  z')  =  o, 

ou,  en  remplaçant  dz'  par  pda/+qdy^ 

\    {l'^p^)dx'+pqdy=[rda:'-{-sdy)[z^7^), 
^    '  \[l^q^)dy''Jrpqda:'=:z[tdy -\-sda/)[z  —  z'). 

La  condition  pour  que  les  deux  normales  se  rencontrent 
s'obtiendra  en  exprimant  que  les  valeurs  de  r  —  £  sont  les 
mêmes  dans  ces  deux  dernières  équations^  on  retrouve 
ainsi  l'équation  du  n®  34?0, 

rdx'  -h  sdy  tdy'  +  sdx' 

(i'i-p^)dx' -i-pqdy  ~~  {l-^q^)dy'-i~pqiia/^ 

équation  qui  est  la  même  que  l'équation  (3)  du  n^  330,  et 

dy' 
donne,  par  conséquent,  pour  -jp»  les  deux  valeurs  qui  se 

rapportent  aux  tangentes  des  sections  normales  de  cour- 
bui'es  maximum  et  minimum.  Seulement  il  faut  bien 
observer  que  cette  équation  n'exprime  pas  que  les  deux 
normales  se  coupent  réellement,  puisqu'on  a  négligé  les 
termes  du  second  ordre  5  mais  que  l'on  trouvera  pour 
x,  j^,  z  des  valeurs  qui  satisferont  aux  équations  de  la 
première  normale,  et  telles  que,  augmentées  de  quan- 
tités d'ordre  supérieur  au  premier,  elles  satisferaient  à  la 
seconde.  Elle  exprime  donc  que  la  plus  courte  distance  ^ 
des  deux  normales  est  un  infiniment  petit  du  troisième 
ordre. 

En  cbassant  les  dénominateurs,  on  lui  donnera  la  forme 
suivante  : 

(9)  {  dr 

-h[(l+p^)t-{l+q')r]^+{l+p')s-pqr  =  0. 
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350.  Remarque.  —  Si  Ton  considère  la  normale  en  un 
point  M  d'une  siuiace,  on  peut  se  proposer  de  déterminer 
la  courbe  qu'il  faudrait  tracer  sur  la  surface  pour  que  les 
normales  à  cette  surface  menées  par  tous  les  points  de 
cette  courbe  rencontrassent  rigoureusement  la  première. 
Cette  courbe  aurait  la  même  tangente  en  M  que  la  ligne 
de  courbure,  mais  ne  se  confondrait  pas  avec  elle.  On  a 
pensé  qu'en  prenant  sur  cette  courbe  à  partir  de  M  un  arc 
infiniment  petit  MM',  puis  construisant  une  courbe  jouis- 
sant de  la  même  propriété  relativement  à  la  normale  en 
M',  et  continuant  ainsi  indéfiniment,  on  aurait  tracé  sur 
la  surface  une  courbe  telle,  que  les  normales  menées  par 
ses  différents  points  se  rencontreraient  rigoureusement, 
ce  qui  n'a  pas  lieu  pour  les  lignes  de  courbure.  Cette 
supposition  est  illusoire.  On  remarquera  d'abord  que  les 
normales  aux  divers  points  d'un  de  ces  arcs  infiniment 
petits  coupent  toutes  la  première,  mais  ne  se  couperaient 
pas  entre  elles  5  de  sorte  qu'il  ne  faudrait  considérer  que 
les  extrêmes,  ce  qui  n'offre  rien  de  bien  net  à  l'esprit.  Il 
est  facile  de  voir  ensuite  que  le  lieu  limite  de  ces  arcs 
n'est  autre  chose  que  la  ligne  de  courbure  -,  car,  puisqu'en 
chacun  de  ses  points  il  est  tangent  à  la  ligne  de  courbure 

passant  en  ce  point,  le  —  y  a  la  même  valeur,  et  l'équa- 
tion différentielle  de  cette  ligne  est  la  même,  et  conduira 
à  la  même  équation  finie.  Il  reste  donc  à  s'expliquer 
comment  la  surface,  lieu  des  normales  qui  ne  se  rencon- 
trent pas  rigoureusement,  peut  être  la  limite  d'une  sur- 
face formée  par  les  normales  qui  se  rencontrent  réelle- 
ment, c'est-à-dire  comment  une  surface  polyédrique  peut 
tendre  vers  une  surface  où  les  génératrices  successives 
ne  se  coupent  pas.  Or  c'est  ce  dont  on  rencontre  à  chaque 
instant  des  exemples.  Par  exemple,  la  surface  formée  par 
les  cètés  infiniment  petits  d'un  polygone  inscrit  dans  une 

Cale.  inf.  D.  —  II.  3 1 
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courbe  à  double  courbure  a  pour  limite  celle  qui  est 
formée  par  les  tangentes^  cependant  ces  dernières  ne  se 
rencontrent  pas,  tandis  que  les  génératrices  de  la  première 
surface,  ou  les  côtés  indéfinis  du  polygone,  se  rencontrent. 
C'est  même  à  cause  de  cela  qu'on  appelle  surface  dévelojh 
pable  le  lieu  de  ces  tangentes,  parce  que  c'est  la  limite 
d'une  surface  composée  de  faces  planes  ayant  chacune  une 
droite  commune  avec  la  suivante,  et  pouvant  par  consé- 
quent être  rabattues  toutes  sur  un  même  plan,  sans  solu- 
tion de  continuité. 

351.  Si  l'on  élimine  -j-j  entre  les  équations  (8),  il  vient 

/      X  i-k-p'^—riz  —  z')  pq  —  siz  —  z') 

(lo)  ^  —  ^  ' 


pq  —  s[z  —  z')  l-{-q^ — t[z  —  z') 

Cette  équation,  jointe  aux  équations  de  la  normale 

déterminera  les  coordonnées  or,  y^  z  du  point  de  rencontre 
des  deux  normales  infiniment  voisines  \  et  l'on  aura  la  sur- 
face, lieu  de  tous  ces  points  de  rencontre,  en  éliminant 
od ^  y ^  J  entre  ces  trois  équations  et  celle  de  la  siuface 
donnée. 

352.  Les  équations  (8)  ne  diffèrent  des  équations  (3  his] 

que  par  le  changement  de  ^  en  [z  —  2^).  La  valeur  de 

{z  —  z')  \Ji  4-p*-f-  ^',  ou  la  partie  de  la  normale  com- 
prise entre  le  point  de  la  surface  et  le  point  de  rencontre 
avec  la  normale   infiniment  voisine,  sera   donc  égale  à 

-  \/i-î-p^-hq^  ou  à  R.  Ainsi  les  distances  du  point  de 

la  surface  aux  points  où  les  normales  infiniment  voisines 
se  rencontrent  sont  égales  aux  rayons  des  courbures  prin- 
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npales.  Ces  deux  points  de  rencontre  ne  sont  donc  autre 
3hose  que  les  centres  des  courbures  principales. 

353.  Cela  pose,  déterminons  la  courbe  qui,  en  chacun 
le  ses  points,  jouit  de  la  propriété  d'être  tangente  à  la 
section  principale,  et  qui  est  telle,  par  conséquent,  que 
[es  normales  à  la  surface,  menées  par  deux  points  infini- 
ment voisins,  pris  sur  cette  courbe,  se  rencontrent.  Les 
coordonnées  a/,^,  2!  d'un  quelconque  de  ces  points  sa- 
tisferont à  l'équation  (9)  et  à  celle  de  la  surface  :  cette 
dernière  donne  t!  en  fonction  de  a/,  j^,  et,  si  l'on  substitue 
cette  valeur  dans  l'équation  (9),  on  aura  une  équation 
du  premier  ordre  entre  a/,  j^,  et  du  second  degré  par 

rapport  à  -r-^  \  on  l'intégrera,  et  Ton  aura  deux  équations 

finies,  renfermant  chacune  une  constante  arbitraire,  que 
l'on  déterminera  en  exprimant  que  chacune  de  ces  deux 
équations  entre  ocf  et  y  est  satisfaite  par  les  coordonnées 
du  point  de  la  surface  par  lequel  on  voudra  faire  passer  les 
courbes. 

C'est  ainsi  qu'on  détermine  les  équations  de  ces  lignes 
remarquables,  auxquelles  on  a  donné  le  nom  de  lignes  de 
courbure, 

354.  Cherchons  maintenant  l'équation  de  la  surface 
déreloppable ,  lieu  des  normales  à  la  surface  donnée, 
menées  par  tous  les  points  d'une  de  ses  lignes  de  cour- 
bure. 

Les  équations  d'une  quelconque  de  ces  normales  seront 

X  —  x'-^-plz  —  z')  =  O,      ^  —  y -h  ^(3  —  2')  =r  O, 

^  les  coordonnées  j/,  j^,  !^  devront  satisfaire  à  l'équation 
^  la  surface  donnée  et  à  l'intégrale  de  l'équation  (9).  Si 
^c  on  élimine  a/,  /^,  z!  entre  ces  quatre  équations,  l'équa- 
uon  finale  entre  x^j^  z  sera  celle  de  la  surface  cherchée. 

3i. 
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Les  deux  surfaces  obtenues  ainsi  pour  les  deux  lignes  de 
courbure  qui  passent  par  un  même  point  se  coupent  â 
angle  droit  ;  et,  en  général,  toutes  celles  qui  se  rapportent 
à  l'un  des  systèmes  de  lignes  de  courbure  coupent  à  angle 
droit  toutes  celles  qui  se  rapportent  à  l'autre  système. 

355.  Ej[ifin,  si  l'on  veut  connaître  le  lieu  des  points  de 
rencontre  des  normales  consécutives,  ou  l'arête  de  rebrous- 
sement  de  la  surface  qui  est  le  lieu  de  ces  normales,  il  faudra 
joindre  l'équation  (lo)  à  celles  qui  ont  déterminé  l'équation 
de  cette  surface.  On  en  éliminera  a/,  7^,  2^,  au  moyen  des 
deux  équations  de  la  normale  et  de  celle  de  la  surface  don- 
née ^  on  aura  ainsi  une  seconde  équation  entre  .r ,  y^  z,  qui, 
jointe  à  celle  de  la  surface  développable,  déterminera  l'arête 
de  rebroussement  qui  correspond  à  la  ligne  de  courbure  que 
l'on  considère. 

Cette  seconde  équation  entre  x^y^  r,  étant  indépendante 
de  la  ligne  de  courbure,  est  satisfaite  par  les  arêtes  de  re- 
broussement relatives  à  toutes  les  lignes  de  courbure  de  la 
surface  donnée  \  elle  représente  donc  le  lieu  de  ces  arêtes, 
ou  de  tous  les  points  de  rencontre  des  normales  consécutires 
de  la  surface  donnée. 

356.  Les  points  de  rencontre  des  normales  consécutive? 
sont,  comme  nous  l'avons  dit,  les  centres  des  cercles  oscu- 
lateurs  des  sections  principales  ^  mais  il  faut  bien  se  garder 
de  croire  qu'ils  soient  les  centres  des  cercles  osculateurs  des 
lignes  de  courbure  ;  car  les  normales  qui  y  passent  sont 
tangentes  à  une  même  courbe,  propriété  qui  n'appartient 
jamais  aux  normales  qui  passent  par  les  centres  de  cour- 
bure d'une  courbe  qui  n'est  pas  plane.  Or,  en  général,  les 
lignes  de  courbure  ne  sont  pas  planes,  et  même  elles  pour- 
raient l'être  sans  que  leurs  cercles  osculateurs  se  confon- 
dissent nécessairement  avec  ceux  des  sections  principales  : 
on  en  voit  un  exemple  très-simple  dans  les  parallèles  d'une 
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surface  de  reyolution.  Il  faut,  pour  que  les  centres  de  cour- 
bure des  sections  pincipales  soient  ceux  des  lignes  de 
courbure,  que  les  plans  osculateurs  de  ces  lignes  soient 
normaux,  et  que,  par  conséquent,  les  lignes  de  courbure 
soient  les  lignes  de  plus  courte  distance  sur  la  surface. 

application  au  paraboloïde  elUptù/ue. 

3S7.  Soient  aa,  26  les  paramètres  des  paraboles  prin- 
dpales  d*un  paraboloïde  dont  Taxe  est  dans  la  ^Urection 
des  z  positif;  Téquation  de  cette  surface  sera 


na        20 


et  Ton 


aura 


a  o  a  b 


L'équation  (9),  qui  appartient  aux  deux  lignes  de  cour^ 
bure,  devient  ainsi,  en  posant  j  =  A,  a[a  —  i)  =  —  B, 

Si  Ton  différende  cette  équation,  on  obtient 

SîTan  tire  de  la  précédente  la  valeur  de  x*  —  A/' —  B, 
et  qu'on  la  reporte  dans  la  dernière,  on  trouve 
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dv 

Divisant  par  xj  -~-j  elle  devient 


d'y 

dy 

dr 

dx 

H 

y 

I 

X 

o. 

dx 

Les  trois  termes  étant  des  dérivées  exactes,  on  aura,  en 
intégrant, 

1    I  ^J"       1  1  dy      ^x 

d'où  Ton  tire,  en  intégrant  de  nouveau. 

Mais  cette  équation,  avec  deux  constantes  arbitraires,  e&t. 
l'intégrale  de  Téquation  du  second  ordre,  et  doit  renfermer-, 
comme  cas  particulier,  celle  de  la  proposée.  En  substituaii.t, 
cette  valeur  dej^  dans  Téquation  du  premier  ordre,  on  trouL- 
vera  entre  C  et  C  une  condition  qui  réduira  ces  constantes 

à  une  seule.  Cette  condition  est  C'= -7:7  de  sorte  qixe 

i-h  AC  ^ 

l'équation  générale  des  lignes  de  courbure  du  paraboloïde 

est 

OU,  en  substituant  à  A  et  B  leurs  valeurs. 


j2  ~  C^'  -f- 


ô-f-aC 


Ces  courbes  se  projetteront  donc  sur  le  plan  des  xt\y 
suivant  des  hyperboles  ou  des  ellipses,  suivant  que  C  sera 
positif  ou  négatif. 

La  valeur  de  cette  constante  sera  déterminée  si  l'on. 


INTÉGRATION    DES    ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES.       487 

donne  les  coordonnées  x',  y'  du.  point  de  la  surface  par 
lequel  on  veut  faire  passer  la  ligne  de  courbure  :  on  aura 
ainsi  Téquation 

/,       ^   /         ba{a  —  b)C 

ou 

ax'^O  -f-  [bx'^  —  ay^^  ab  [a  —  b)]C  —  ô/»=  o; 

d'où  Ton  tire  pour  C  des  valeurs  réelles  inégales,  Tune 
positive  et  l'autre  négative,  que  nous  désignerons  par  a 
et  —  6.  Les  projections  des  deux  lignes  de  courbure  qui  se 
croisent  au  point  donné  ont  donc  pour  équations 

ab  la  —  b)a. 


aa. 

et 

ab  [a  —  è)6 


^2— —  6a-»H- 


«6  —  6 


Si  l'on  suppose  a^b^  la  parabole,  située  dans  le  plan 
des  X  et  z,  est  celle  qui  a  le  plus  grand  paramètre.  Les 
hyperboles  suivant  lesquelles  se  projettent  les  lignes  de 
courbure  ont  alors  leur  axe  réel  dans  la  direction  de  Taxe 

1  1  /abia  —  b]a.       -n 

des^,  et  sa  longueur  est  1/  — ^ —  \  elle  est  maximum 

pour  a  =  00  5  et  sa  valeur  est  \jb[a  —  b)\  les  hyperboles 
se  réduisent  alors  à  l'axe  des  j^.  On  voit  donc  qu'en  portant 
sur  l'axe  des  y^  de  part  et  d'autre  de  l'origine,  des  longueurs 

égales  à  \jb[a  —  6),  on  aura  les  limites  entre  lesquelles 
tombent  les  sommets  des  hyperboles,  qui  sont  les  projec- 
tions d'un  des  systèmes  de  lignes  de  courbure. 

L'équation  qui  représente  les  projections  des  lignes  de 
l'autre  système  donne  toujours  des  ellipses  réelles,  parce 

que  l'on  a  aè  —  J^  o  ou  6^  -•  En  eflfet,  si  l'on  sub- 
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stîtue à  C  dans  l'équation  qui  détermine  cette  con- 
stante, on  trouve  un  résultat  négatif^  et,  comme  elle  n'a 
qu'une   seule  racine  négative,  cette  racine  est  numéri- 

h  h 

quement  plus  grande  que  -;   ainsi  l'on  a  6  > -?  quels 

que  soient  x\  j^,  et  l'équation  ne  donne  que  des  ellipses 
réelles. 

Le  demi-axe  des  x  est  égal  à  i/  —  _^  ;  S  et  le  demi- 
axe  des  y  à  \  / — ^-^ _L.  La  valeur  minimum  de  ce  de^ 

•^      y      «6 — b 

nier  correspond  à  6  =  oo  ,  et  est  ^i  (a  —  b)\  elle  donne  les 
mêmes  points  déjà  trouvés  pour  la  limite  supérieure  des 
axes  réels  des  hyperboles.  Dans  ce  cas,  l'ellipse  se  confond 
avec  une  partie  de  l'axe  des  y. 

Si  l'on  a  a/  =  o,  une  valeur  de  C  est  infinie;  l'autre 

est  positive  si  l'on  sl y<^\/b(a  —  i),  et  négative  dansL^ 
cas  contraire.  Dans  le  premier  cas,  les  projections  des 
deux  lignes  de  courbure  sont  une  hyperbole  et  l'axe  des^  ^ 
dans  le  second  cas,  elles  se  composent  d'iuie  ellipse  et  de 
l'axe  des  j-. 

Si  j^  =  o,  une  des  valeurs  de  C  est  nulle,  et  l'autre  né- 
gative. Les  deux  lignes  de  courbure  sont  alors  une  ellipse 
et  l'axe  des  x» 

358.  Les  équations  qui  déterminent  les  ombilics  de- 
viennent, dans  le  cas  que  nous  examinons, 

ce  qui  donne  les  deux  systèmes 

X  =z  o,     x=z±sjb[a — b)     et     /  =  0,     x  =z±\la[b—a^    - 

On  voit  qu'un  seul  donne  des  coordonnées  réelles;  et, 
dans  le  cas  actuel,  c'est  le  premier,  puisque  nous  avoués 
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suppose  a^  &.  H  7  a  donc  deux  ombilics. dans  le  parabo- 
loïde  elliptique^  ils  se  trouvent  sur  la  parabole  principale 
qui  a  le  plus  petit  paramètre,  et  ne  sont  autre  chose  que  les 
deux  points  que  nous  avons  déjà  reconnus  comme  limite 
des  sommets  des  lignes  de  courbure. 


Y 

viennent  '—  et  — i;  et  les  équations  des  lignes  de  courbure 


359.  Si  le  paraboloïde  est  de  révolution,  les  ombilics  se 
confondent  avec  le  sommet.  Les  deux  valeurs  de  C  de- 

y» 

sont 

y  o 

7*  =  —  a:*     et    j^'  -h  j:^  =  -  •, 

la  première  représente  tous  les  plans  passant  par  l'axe  de 
révolution,  et  la  seconde,  des  cylindres  ayant  pour  base, 
sur  le  plan  des  xy^  des  cercles  de  rayon  arbitraire  ayant 
leur  centre  au  sommet.  Les  lignes  de  courbure  sont  donc 
les  méridiens  et  les  parallèles,  comme  cela  a  lieu  dans 
toutes  les  surfaces  de  révolution.  Quant  au  lieu  des  centres 
de  courbure,  il  se  compose  évidemment  de  Taxe  de  ré- 
volution et  de  la  surface  engendrée  par  la  révolution  de 
la  développée  de  la  courbe  méridienne  autour  du  même 
axe. 

Application  à  l'ellipsoïde, 

360.  Considérons  maintenant  l'ellipsoïde  ayant  pour 
équation 

x^       y^        z* 


?-^ïî-^?  =  '- 


On  trouvera  par  la  différentiation 

S  "=. XY*      t  ■= la}  —  «c' ). 
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Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (9),  on  obtient 
Si  l'on  pose 


elle  devient 


Aorjr  ^  -H-  (;r»  _  A7'  -  B)  ^  -  xj  =  o, 

équation  de  même  forme  que  celle  qui  vient  d'être  trouvée 
dans  le  cas  du  paraboloïde,  et  que  Ton  traitera  semblable- 
ment.  Les  projections  des  lignes  de  courbure  seront  des 
ellipses  ou  des  hyperboles,  dont  la  discussion  se  fera  sans 
difficulté. 


APPENDICE. 


NOTE  SUR  LES  INTÉGRALES  PRISES  ENTRE  DES  LIMITES 

IMAGINAIRES  ; 

Par   m.   J,   BERTRAND, 

Membre  de  Tlnstitut. 


Définitions, 

1.  L'introduction  des  expressions  imaginaires  dans  le  Calcul  intégral 
est  déjà  fort  ancienne.  Euler  et  Laplace,  invoquant  seulement  la  géné- 
ralité de  r Analyse,  ont  souvent  remplacé  par  des  valeurs  imaginaires 
des  constantes  supposées  d'abord  réelles,  et  obtenu  ainsi  des  formules 
importantes  dont  la  démonstration  plus  rigoureuse  n'était  pas  parfois 
sans  difficulté.  Nous  avons  rencontré  déjà  quelques  exemples  de  ce 
genre  de  considérations,  en  les  présentant  seulement  comme  un  pré- 
cieux moyen  d'induction.  Cette  théorie  n'a  pris  une  forme  rigoureuse 
que  depuis  les  travaux  de  Cauchy,  où,  pour  la  première  fois,  le  sens 
précis  des  intégrales  imaginaires  a  été  nettement  fixé. 

L'extension  pure  et  simple  de  la  définition  des  intégrales  réelles  au 
cas  des  fonctions  et  des  limites  imaginaires  conduirait  très-souvent  à 
un  résultat  mal  déterminé. 

Si  l'on  pose,  en  effet,  comme  définition, 

I  ç'(z)flfe  =  y(cH-û?v/--T)"--?(^ -+-^V^~~0) 

le  second  membre  de  cette  formule  représentera  en  général  plusieurs 
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expressions  distinctes,  entre  lesquelles  rien  n'indique  la  manière  de 
choisir.  On  a  vu  que  la  plupart  des  fonctions  imaginaires  ont,  en  effet, 
plusieurs  valeurs  différentes,  qui  ne  peuvent  être  distinguées  qu'en 
faisant  croître  la  variable  d'une  manière  continue  et  suivant  une  loi 
déterminée. 
Écrivons  par  exemple 

chacan  des  logaridimes  qui  forment  le  second  membre  est  inâéter- 
miné,  et  Ton  peut  ajouter  à  l'intégrale,  définie  de  cette  manière,  un 

multiple  arbitraire  de  ii^yf—i.  Une  remarque  semblable  s'applique  à 
l'équation 


/ 


c^dyj-i    ^3 


a^b^i     ay/i 


yc-i-d^-^i —  sla-^byZ—iy 


dont  le  second  membre  représente  quatre  valeurs  entre  lesquelles  on 
reste  indécis.  L'indétermination,  il  est  vrai,  ne  se  présente  pas  tou- 
jours. On  a,  par  exemple, 

/C-hdJ — I  •  

,  I —  m  *-  -" 

et  le  second  membre  est  parfaitement  déterminé;  mais  de  tels  cas 
sont  exceptionnels,  et  une  définition  générale  et  précise  est  indispen- 
sable. 

2.  Poisson,  dans  un  Mémoire  publié  en  i8ii,  avait  rencontré  cette 
difficulté  et  fait  un  pas  vers  la  solution.  En  appliquant  à  l'intégrale 
définie 

la  formule  générale  qui  sert  de  définition,  il  avait  trouvé 


dx 

et  cependant  l'élément  —7  est  constamment  positif. 
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La  même  difficulté  se  présente  pour  toute  intégrale  de  la  forme 


—  )  dans  laquelle  m  est  un  nombre  pair.  En  calculant  de  môme 
— }  les  éléments  passent,  dit-il,  du  positif  au  négatif  et  les 


x:. 

parties  infinies  peuvent  se  détruire;  mais  alors  il  semblerait  que  l'in- 
tégrale devrait  être  nulle,  et,  au  contraire,  elle  est  égale  à  la  quantité 
imaginaire  /(— i);  ce  logarithme  a,  comme  on  sait,  une  infinité  de 

valeurs  comprises  sous  la  forme  (2/2  +  i)n\/'^f  n  étant  un  nombre 
entier  positif  ou  négatif,  et  tt  représentant  toujours  le  rapport  de  la 
circonférence  au  diamètre.  On  ne  voit  pas  d'abord,  dit  Poisson,  com- 
ment la  somme  des  éléments  qui  sont  tous  réels  peut  avoir  plusieurs 
valears,  et  encore  moins  comment  ces  valeurs  sont  imaginaires. 

Pour  écarter  cette  difficulté,  on  pourrait  se  borner  à  remarquer  que 
la  définition  des  intégrales  définies  considérées  comme  sommes  de  leurs 
éléments  suppose  essentiellement  que  ceux-ci  ne  deviennent  pas  infinis, 
et  que,  par  conséquent,  les  formules  employées  ne  sont  pas  applicables 
aux  cas  dont  il  s'agit. 

Poisson  ne  s'en  tient  pas  à  cette  raison  sommaire.  f[x)  étant  la 
dérivée  de  F  (x),  on  a,  dit-il. 


Ja 


h 

f(x)dx  =  ¥{b)-Y(a), 


Dès  la  naissance  du  Calcul  intégral,  on  a  regardé  l'intégrale  définie 
conmie  exprimant  la  somme  des  valeurs  de  la  différentielle  et  ces  va- 
leurs comme  les  éléments  de  l'intégrale  ;  et  c'est  pour  cette  raison  que 

Ton  a  indiqué  les  intégrales  par  la  lettre  / ,  initiale  du  mot  somme. 

Depuis,  on  a  senti  que  cette  notion  de  l'intégrale  était  un  véritable 
théorème  qui  a  besoin  d'être  démontré.  On  prouve  donc  maintenant^ 
dans  le  Calcul  intégral,  que  la  quantité  F(  ^)  —  ¥(a)  est  la  somme  des 
valeurs  de  f[x)dx^  lorsque  a:vadea:  =  aàx  =  ô  par  degrés  infini- 
ment petits,  chacun  de  ces  degrés  étant  exprimé  par  dx.  Cette  propo- 
sition a  lieu  quels  que  soient  les  changements  de  signe  ÛQf(x)dx  entre 
les  limites  a  et  b.  Elle  subsiste  aussi  alors  môme  que  cette  différen- 
tielle passe  par  des  valeurs  imaginaires;  mais  la  démonstration  qu'on 
en  donne  suppose  essentiellement  qu'entre  les  mômes  limites  f(x) 
demeure  une  quantité  finie,  et  quand,  au  contraire,  elle  passe  une  ou 
plusieurs  fois  par  l'infini,  il  y  a  des  cas  dans  lesquels  cette  proposition 
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cesse  d'avoir  lieu.  Dans  ces  sortes  de  cas,  Tintégrale  définie  n'a  plus 
aucun  rapport  nécessaire  avec  la  somme  des  valeurs  de  la  différentieile, 

/dx      Cdx 
—  '     /  Ta* 

Nous  allons  faire  voir,  ajoute  Poisson,  que  Ton  peut  ramener  ces  cas 
d'exception  à  la  notion  ordinaire  des  intégrales  regardées  comme  les 
sommes  de  leurs  éléments,  ce  qui  fera  disparaître  l'espèce  d'anomalie 
qu'elles  présentent. 

Il  sufiBt,  pour  cela,  de  faire  en  sorte  que  la  variable  x  passe  de  la 
limite  a  à  la  limite  h  par  une  série  de  valeurs  imaginaires.  Alors /(j;) 
ne  deviendra  plus  infinie  pour  aucune  de  ces  valeurs  intermédiaires,  et 
l'intégrale  définie  reprendra  sa  signification  ordinaire.  Ainsi,  relative- 
ment à  l'intégrale  /  — ?  prise  depuis  x  =  — i  jusqu'à  Jî  =  +  i,je 

fais 

a:  =  —  (cosz  -+-  yj — i  sinz), 

et  j'intègre  par  rapport  à  z,  depuis  z  =  o  jusqu'à  z=  (a/î-hi)ïr, 
n  étant  un  nombre  entier  quelconque  positif  ou  négatif.  Les  valeurs 
extrêmes  de  x  seront  toujours 

x  =  —  I,    a:  =  -i-i; 

mais,  en  allant  d'une  limite  à  l'autre,  cette  variable  ne  passera  plus 

par  la  valeur  x  =  o,  qui  rendait  infinie  la  quantité  -  •  Nous  aurons 
alors 

(Ix  =  (sinz—  \/^cosz)dz  =  —  \/—i  (cosz  -+■  ^^smz)dzy 
j  -^=j\/-idz  =  z\/^-i-c, 

et  l'intégrale  définie 

j^  —=J  V^-I^2  =  (2/2-+-l)7r/~f. 

Ce  passage  très-remarquable  de  Poisson  contient  la  définition  pré- 
cise des  intégrales  imaginaires,  qui  ont  joué  depuis  un  rôle  si  impor- 
tant; mais,  satisfait  d'avoir  écarté  une  difficulté  singulière  qui  Tavait 
un  instant  étonné,  il  n'a  suivi  aucune  des  conséquences  de  son  ingé- 
nieuse explication,  en  laissant  à  Cauchy  l'honneur  de  créer  la  théorie 
nouvelle. 
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3.  La  définition  de  Gauchy  est  conforme  à  celle  de  Poisson.  L'inté- 
grale 

ff[z)dz 


f 


est  la  limite  de  la  somme  des  valeurs  que  prend  la  différentielle  ^(z)dz, 

lorsque  z  passe  de  a-hb  \/— T  à  c  -+-  dyj^-i^  en  recevant  .des  valeurs 
intermédiaires  qui  se  succèdent  suivant  une  loi  continue.  C'est  précisé- 
ment d'ailleurs,  on  le  voit,  la  définition  donnée  pour  les  intégrales 
réelles,  lorsque  la  variable,  sans  cesser  d'être  réelle,  passe  de  la  limite 
inférieure  à  la  limite  supérieure.  On  voit  que  l'intégrale  change  de 
signe,  comme  dans  le  cas  des  limites  réelles,  lorsque,  les  deux  limites 
se  changeant  Tune  dans  l'autre,  la  série  des  valeurs  intermédiaires 
reste  la  même,  et  est  représentée  par  la  même  courbe  parcourue  en 
sens  inverse. 

Mais  sous  l'identité  apparente  des  deux  définitions  subsiste  une 
difiSérence  essentielle  :  lorsque  z  passe  de  la  valeur  réelle  ^  à  la  valeur 
réelle  ^,  les  valeurs  intermédiaires  réelles  qu'elle  doit  prendre  sont 
entièrement  déterminées;  il  n'en  est  pas  de  même  lorsqu'une  variable 

imaginaire  doit  passer  de  la  valeur  initiale  a-^hy/—\  à  la  valeur 

finale  c  +  dyf^.  Les  expressions  imaginaires  étant  représentées,  sui- 
vant l'usage  adopté,  par  les  points  d'un  plan,  si  P  et  Q  sont  les  points 
correspondant  aux  limites  de  l'intégrale,  on  peut  les  réunir  par  une 
courbe  quelconque  et  attribuer  successivement  à  z  les  valeurs  repré- 
sentées par  les  points  de  cette  courbe,  dont  la  forme  arbitraire  intro- 
duit dans  la  définition  une  indétermination  réelle,  mais  beaucoup 
moindre  cependant  que  l'on  ne  serait  porté  à  le  croire  à  première  vue. 
Si  la  courbe,  en  effet,  se  déforme  d'une  manière  continue  en  conser- 
vant les  mômes  points  extrêmes  qui  représentent  les  limites  données, 
l'intégrale  ne  varie  pas  continuellement  avec  elle,  et  c'est  seulement 
lorsque  la  courbe  franchit  certains  points  particuliers,  nommés  points 
critiques,  qu'elle  change  brusquement  de  valeur. 

4.  Considérons,  en  effet,  l'intégrale 

J^  c-\-dy) — I 
^{z)dz. 

Si  la  définition  de  <p  (z)  la  rend  susceptible  de  plusieurs  valeurs,  on  doit 
se  donner  celle  qui  correspond  au  point  P,  et  la  loi  de  continuité  suffit 
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alors  pour  déterminer  celles  que  prend  ensuite  successivement  la  fonc- 
tion. Soit 

?  (-P  -+-7v/— I  )  =  M  -H  N  y/^, 
M  et  N  étant  des  fonctions  données  de  a:  et  de  /.  On  aura,  en  posant 

et 

(i)  C<f(z)dz=   C(1Adx-'}^df)-^\/^l  Ç(Mdy-i-^dr). 

La  lettre^  représente,  dans  le  second  membre,  une  fonction  arbitraire 
de  JT,  et  la  courbe  dont  les  points  ont  pour  coordonnées  les  valeurs 
successives  de  x  et  de  j  est  entièrement  arbitraire  ;  les  points  extrêmes 

seuls  sont  donnés  par  les  limites  de  l'intégrale  lff{z)dz.  Supposons 

que  cette  courbe,  le  long  de  laquelle  on  intègre,  se  déforme  infiniment 
peu,  et  que  la  fonction  y  subisse  un  petit  changement  et  devienne 
/-+-/„/,  étant  nul  aux  deux  limites,  le  second  membre  de  (i)  chan- 
gera de  forme  ;  mais  nous  allons  prouver  qu'en  général  il  ne  change 
pas  de  valeur. 

En  désignant  par  /  la  dérivée  de  ^ ,  le  second  membre  de  (i)  peut 
s'écrire 

(a)  C(U  -  N/)€/x  -,-  v/^  r(M/-+-  ^)dx. 

Si  Ton  remplace  /par  ^  -f-j, ,  /,  étant  infiniment  petit,  raccroissemenk 
de  (2)  est  évidemment 

(3) 


mais  on  a,  /  étant  une  fonction  de  jc, 

/nv,.,=n,,-/,,(|.|,-.),.. 
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litn. 


conaneoBa 

voit  qw  le  dmgeBMnt  de  Tintégnle  s'  esl  f^  à  »èitk 
Insîeiirs  remuqaes  aomi  néoeasùres  :  en  calcal«it  le  cli«ii|?nBiwM 
*int^rale  <>),  nous  stoiis  iiéglî^  les  iiififtÎBMftI  pelîks  thi  :$ieoMBid 
ne,  et  par  conséquent  bi  démcnstration  précédente  prvHixn^  :$ea)e« 
il  qœ,/-  recevant  une  Tariatîon  infiniment  petite  dn  premier  oïdr^. 
Mation  correspondante  de  fintégrale  ^  2)  est  do  découd  oïdi^.  to«l 
feins.  Mais  on  sait  qu'alors  cette  variation  est  rigoureusement  nulle 
[Q'nn  changement  fini  apporté  à  la  fonction  r  n'en  peut  apporter 
on  dans  Tintégrale. 

a  démcHistration  reste  soumise  cependant  à  une  restriction  impor- 

«  :  elle  suppose  évidemment  la  continuité  des  fonctions  M  el  N^  et 

conséquoit  celle  de  la  fonction  ?  (3}.  S'il  en  était  autrement  le  ré- 

at  ne  serait  plus  exact,  et  llnt^rale  joyz^ih  pourrait  changer  de 

iUT.  Si  donc  la  courbe  qui  dirige  l'intégration  se  déforme  d^me 
lière  continue,  Tintégrale  reste,  en  général,  invariable;  mais  il  peut 
iver  qu'elle  change  brusquement  de  valeur  si  la  fonction  ^  (5)  devient 
aie  ou  acquiert  plusieurs  valeurs  égales  pour  une  certaine  \*aleur 
s,  lorsque  la  courbe  le  long  de  laquelle  on  intègre,  en  se  déformant 
ne  manière  continue,  franchit  le  point  qui  correspond  à  cette  va- 
r  dez. 

$.  Le  théorème  précédent  servant  de  base  à  toute  la  théorie^  il  no 
^  pas  superflu  d'en  donner  une  seconde  démonstration,  qui  conduin) 
illeurs  à  des  conséquences  un  peu  plus  étendues, 
^nsidérons  sur  le  plan  un  contour  fermé  quelconque  ÂMPÂ,  et  une 
>ctioQ  continue  (f(z)  déterminée  pour  chaque  valeur  de  la  variable  Sy 
>ré8entée  par  un  point  intérieur  au  contour.  Je  dis  que  Tintégrale 

?{z)dz  étendue  à  la  circonférence  AMP  est  égale  à  zéro. 

Calculinf.  D.  ^  II.  3a 
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Soit,  comme  plus  haut, 

Décomposons  la  surface  AMPA  en  éléments  infiniment  petits,  com- 


pris entre  des  parallèles  aux  axes  des  coordonnées  ;  multiplions  chaque 
élément  dxdy^dx 

dy       dx  \dx       dy  / 

La  somme  des  produits  ainsi  obtenus,  c'est-à-dire 

est  évidemment  nulle,  en  vertu  des  deux  équations  (4). 

m     dis 

dy       dx 


o, 


dx       dy 


On  peut  décomposer  la  première  intégrale  de  la  manière  suivante  : 


mais  on  a 


ff^da:dj=fd.f^^dr. 


En  supposant  que,  pour  la  valeur  considérée  de  a:,  la  parallèle  àl'a^^ 
des/  coupe  le  contour  aux  points  1,2,  3,  4,  et  nommant  M,,  M..  Si  3. 
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M4  les  valeurs  de  M  qui  y  correspondent,  on  aura 


/ 


et  par  conséquent 

mais,  si  Ton  étend  Tintégrale  JMdx  klat  circonférence  entière  du  con- 
tour APMA,  on  verra  que,  pour  une  même  valeur  de  dx,  cette  intégrale 
comprend  précisément  les  quatre  éléments  M^d^,  —M^dx,  ^^dx^ 
—  U^dxy  en  sorte  que  Téquation  peut  s'écrire 


ff'^.lrnr=fMda:, 


rintégration  étant  étendue  au  contour  entier. 
On  verra,  de  même,  que 


et  par  conséquent  Texpression  (4),  qui  est  nulle,  se  réduit  à  l'inté- 
grale 

c'est-à-dire  à  1  tf{z)dz  étendue  à  la  circonférence  du  contour  proposé. 

La  démonstration  suppose,  il  ne  faut  pas  l'oublier,  que  la  fonction 
^[z)  soit  finie,  continue  et  bien  déterminée  par  les  points  qui  corres- 
Jiondent  à  Tintérieur  du  contour. 

6.  Le  résultat  précédent  ne  diffère  pas  essentiellement  de  celui  que 
nous  avons  démontré  (4).  Si  l'on  considère  en  effet  deux  lignes  AMB, 

ANB,  réunissant  les  points  A  et  B,  Tintégrale  /  a)(z)</z,  prise  le  long 

32. 
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du  chemin  AMB,  sera  égale  et  de  signe  contraire  à  la  même  intégrale 
prise  le  long  du  chemin  BMA,  et  par  conséquent  l'intégrale  prise  pour 


B 


0 


le  contour  entier  ANBMA  est  égale  à  la  différence  des  deux  intégrales 
prises  le  long  de  ANE  et  de  AMB  ;  cette  différence  est  donc  égale  à  zéro 
et  les  deux  intégrales  sont  égales,  comme  nous  Tavions  prouvé  (4). 

7.  Les  deux  démonstrations  supposent  essentiellement  que,  dans 
l'intérieur  du  contour  considéré  ou  dans  l'espace  contenu  entre  les  deax 
chemins  qui  dirigent  l'intégration,  la  fonction  (f(z)  soit  finie  et  con- 
tinue. Si  cette  condition  n'est  pas  remplie,  le  théorème  cesse  d'être 
exact,  ainsi  que  nous  pouvons  dès  à  présent  nous  en  assurer  'sur  nn 
exemple  fort  simple. 

So\t^(z)  =  -• 


/dz 
—  autour  d'un  cercle  de  rayon  R,  ayant 

pour  centre  rorigine  des  coordonnées.  C'est  l'exemple  choisi  par 

Poisson  (2). 
Les  coordonnées  d'un  point  de  ce  cercle  sont 

X  =  Rcosîp, 
7  =  R  sin  a»  ; 
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et  Ton  a 

z  =  x  -hjr^—i  —  R  (cos(p  -h  v^^siny ), 

cfe  =  R  (—  siny  -f-  v/— ico8y)rff, 

^      r/<5)  ( —  sin<p  H-  v/— Tcos(p)        / —  , 
—  =  — -. p= : —  =  y — laç. 

Si  Ton  parcourt  la  circonférence  de  cercle  dans  le  sens  où  les  valeurs 
de  7  sont  croissantes,  «p  varie  de  zéro  à  stt,  et  l'on  a  par  conséquent 


/ 


dz  , 

z  ^ 


valeur  différente  de  zéro,  et  le  théorème  démontré  (5)  se  trouve  en 

défaut,  parce  que  la  fonction  -  devient  infinie  pour  z  =  o. 

z 

8.  Supposons  en  second  lieu  7  (z)  =  —  9  et  cherchons  Tintégrale 

\/z 


C— 

J   Siz 


En  étendant  l'intégration  à  la  circonférence  de  cercle  de  rayon  R,  dé- 
crit de  l'origine  comme  centre,  on  aura 

z  =  R  (cosf  -h  v/--*8iny), 
^==  v/R(co8?-+-  y/^sin-j, 

ûb  =  R(—  sinç  -+-  v/^cos<p)£^(y  =  Rv/— I  (cosy -h/--isin<p)a(p, 

~  =  v/R/^fcos|4-|/=Tsin?J£;«ip, 

-—  =  y/R  v^^  [(a  sin -Tf  —  2  sin  o)  —  2  v/— I  (cos  TT  —  cos  o)]  =  —  4  V^R  ; 
yfz 


f 


et  le  théorème  est  ici  en  défaut,  non  plus  parce  que  la  fonction  inté- 
grée devient  infinie,  mais  parce  qu'elle  n'est  pas  et  ne  peut  pas  être 
bien  déterminée  dans  l'intérieur  du  contour. 

9.  Lorsque,  comme  dans  le  cas  précédent,  la  fonction  7  (z)  n'est  pas 
toujours  finie  dans  l'intérieur  du  contour  considéré,  on  peut  la  rendre 
telle  en  entourant  d'un  contour  fermé  chacun  des  points  pour  lesquels 
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la  fonction  devient  infinie,  et  adjoignant  alors  la  circonférence  de  cha- 
cun de  ces  contours  à  celle  de  la  figure  primitive. 
Soit,  par  exemple,  le  contour  KMN,  dans  l'intérieur  duquel  se  trou- 


vent, pour  la  fonction  (p(2),  deux  points  critiques  A  et  B.  Entourons 

les  points  par  les  contours  PQR,  STU,  et  l'intégrale  /  «p  (z)  rfz,  prise  le 

long  des  trois  contours  KMN,  PQR,  STU,  parcourus  dans  le  sens  in- 
diqué par  les  flèches,  sera  égale  à  zéro.  Il  suffit,  pour  le  démontrer,  de 
réunir  chacun  des  contours  intérieurs  à  la  circonférence  KMN  par 
deux  traits  parallèles  infiniment  voisins  a,  p,,  a^p^,  7^  ^,,  7,  ^5.  On  peut 
alors  considérer  le  contour  continu  a,  p,PQRPjaj7,^,STU^j7,MNa, 
comme  renfermant  une  portion  déterminée  du  plan,  dans  rintérieor 

de  laquelle  ne  se  trouve  aucun  point  critique.  L'intégrale  j<f(z)dz 

prise  le  long  de  ce  contour  est  donc  égale  à  zéro  ;  mais  les  éléments  re- 
latifs à  a,Pj,  p^a^,  y^$^,  §^y^  se  détruisent  évidemment,  et  le  théorème 
est  par  conséquent  démontré. 

10.  Nous  pouvons,  dès  à  présent,  justifier  par  les  considérations 
précédentes  quelques  démonstrations  dans  lesquelles  les  intégrales 
imaginaires  ont  souvent  été  introduites  sans  examen  suffisant. 

Nous  avons  trouvé 

(5)  .  r°°  e-^Vz  =  v^. 

J 00 

Si  dans  cette  formule  on  pose 

Z  =  .r  -H  a  y/—  I , 

elle  devient 

(6)  r^  e-''-2«'v^^+«V/^  =  v/^, 

J  —  00 
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c'est-à-dire 

J 00 


et,  par  conséquent, 


-00 

X 


—  00 
00 


e~*'  sm7.axdx  =  o. 


—  00 


Ces  formules  sont-dles  sufi&samment  démontrées?  

Pour  nous  en  assurer,  remarquons  que  supposer  z  =  a:-f-av/— i, 
puis  faire  varier  or  de  —  oo  à  +  oo ,  c'est  tout  simplement  faire  mou- 
voir le  point  représenté  par  z  sur  la  parallèle  à  Taxe  des  X  menée  à  la 
distance  a,  et  qu'en  admettant  la  transformation  de  l'intégrale  (5),  où 
z  est  réel,  en  l'expression  (6),  nous  admettons  simplement  que  l'in- 
tégrale f  e-*^dz  reste  la  même  lorsque  l'on  dirige  l'intégration  suivant 

l'une  ou  l'autre  des  lignes  indéfinies  —  XX,  —  PP.  Or  il  est  clair  que, 
si  l'on  adjoint  à  ces  lignes  deux  parallèles  à  l'axe  des/,  situées  de  part 
et  d'autre  à  une  distance  infinie,  on  obtiendra  un  contour  fermé,  dans 
l'intérieur  duquel  la  fonction  c~*'  est  continue  et  bien  déterminée.  L'in- 


_p 


—\ 


0 


X 


tégrale  totale  relative  à  ce  contour  est  donc  nulle,  mais  les  portions 
relatives  aux  deux  parallèles  à  l'axe  des  ^  sont  évidemment  nulles  ;  car, 
en  posant 


Z=zx^-{-jr^)/^, 


on  a 


e-^'  =  c— 'îtf-»'iriV^^r?  =  e-''\^^Y]{cos2x^x^—  /—isinaj:,/,), 

qui  est  évidemment  nulle  lorsque,  x^  étant  infini,  Xi  est  compris  entre 
o  et  a.  On  peut  donc  dire  que  l'intégrale  relative  à  —  XX,  ajoutée  à 
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celle  relative  à  P  —  P,  donne  une  somme  nulle,  et  que,  par  conséquent, 
les  deux  intégrales  relatives  à  —  XX  et  à  —  PP  sont  égales  entre 
elles. 

11.  Dans  l'intégrale 

(7)  P^-V3=iv/^, 

supposons 

z  =  u\J'-\  =  «fcos  --f- v^^gin-T  j; 

nous  aurons 

(8)  {  ^  ^  ^ 

d'où,  en  remplaçant  er^*^^^  par  cosa'—  /— isina*,  nous  conclurons 


/       cosaVa=  i/-) 
/      sin  u^du—  1/  -  • 


Cette  démonstration  manque  évidemment  de  rigueur  ;  est-il  possible  de 
la  rendre  exacte? 
Remarquons,  pour  nous  en  assurer,  qu'en  posant 


—  X  -^  y\/—  I  =  a  (  cos  j  H-  \/—  i  sin  j  J 


z  — 
on  a 

TT 
X  =  U  COS  —  j 

4 

y  =  asm-; 

^  4 

et  par  conséquent  le  point  dont  les  coordonnées  sont  x  eX  y  décrit 
une  ligne  droite  issue  de  l'origine,  et  inclinée  à  45  degrés  sur  l'axe 
des  X. 
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Transformer  l'intégrale  (7)  en  (8),  c'est  donc  admettre  que  l'inté- 
grale prise  le  long  de  OP  soit  égale  à  celle  prise  le  long  de  OX.  Si  du 


point  0  comme  centre,  avec  un  rayon  infiniment  grand,  on  décrit  un 
arc  de  cercle  PX,  on  verra  (5)  que  l'intégrale  prise  le  long  de  OPX 
est  égale  à  celle  prise  le  long  de  OX;  car,  pour  tous  les  points  du  plan, 
la  fonction  e~^'  est  continue  et  bien  déterminée.  Or  on  a,  pour  un  point 
de  PX,  en  nommant  R  le  rayon  OP, 


z  = 


e-*'  = 


V-i*AT    


dz 


x-f-j^/— 1  =  R(cos(p^- v^^sincp), 
R  y/Z:7/r-ï^'(«o"?-*-v^*'n>?)cfy  (cosf 


/— isin<p), 


et,  comme  le  produit  R  r-**®<»»î  est  infiniment  petit  lorsque  R  devient 

infini,  pour  toutes  les  valeurs  de  «p  comprises  entre  o  et  -  9  l'intégrale 

prise  le  long  de  XP  est  nulle.  La  transformation  se  trouve  donc  légi- 
time à  cause  de  deux  circonstances  fortuites  en  quelque  sorte,  et  aux 
quelles  on  n'avait  nullement  songé  en  la  faisant. 


12.  Considérons  enfin  la  formule 


(9) 


X 


00 


e-*z«-*£/z  =  r(/i). 


Si  nous  posons 


z=  (a-f-  Pv/-~î)'*7 


elle  devient 


(10) 


C  *  e-(«»4.pvPr)"(a  _^  p  v^-T)V-«é/«  =  r(/i), 
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c'est-à-dire,  en  posant 

a=  pcosO, 

P=  psinô, 


X 


00 


e-*"(cosSa  — v^— isinpw)a"-*fl?w=  — ^   l -; 

p"  (  cos  «  Ô -h  v— I  sinnô) 


d'où  Euler  a  conclu 

r(n)cosnO 

T(n)smnQ 


J<*  00 
<?-*"COSPwtt'*"*rftt  = 
0 

Xoo 


î 


P" 


où  /z  désigne  un  nombre  positif  quelconque  entier  ou  fractionnaire. 
Pour  savoir  si  la  transformation  est  légitime,  remarquons  qu'en  po- 
sant 

z  =  x^-Jy^— I  =  (a-H^v^ — i)w  =  pw(cos0  -hv^— isinô), 

le  point  dont  les  coordonnées  sont  x  et  ^  est  assujetti  à  parcourir 
une  ligne  droite  partant  de  l'origine,  et  faisant  avec  Taxe  des  X  un 
angle  9. 

Soit  OP  cette  ligne.  Notre  transformation  revient  à  admettre  que 
l'intégrale  prise  le  long  de  OP  est  égale  à  celle  prise  le  long  de  OX;  0 
suffit,  comme  dans  le  cas  précédent,  que  l'intégrale  prise  le  long  d'un 
arc  de  cercle  PX,  de  rayon  inOniment  grand,  qui  réunit  les  deux  lignes 
soit  égale  à  zéro  ;  or  sur  les  points  de  cet  arc  on  a 

X  —  R(cosçpH-  v/— isiny), 

et  la  différentielle  à  intégrer  contient  le  facteur  ^-Rc©»?  qui  la  rend 
nulle  lorsque  R  est  infini,  pourvu  que  9,  qui  est  la  limite  de  ç,  soit  in- 

férieur  à  -?  c'est-à-dire  pourvu  que  a  et  p  soient  positifs. 


Variation  brusque  d'une  intégrale  imaginaire. 

\ 3.  Cherchons  la  variation  de  l'intégrale  j  <f(z)(lz  lorsque,  les  limites 

restant  les  mêmes,  la  courbe  le  long  de  laquelle  on  intègre  franchit,  en^ 
se  déformant,  un  point  auquel  correspond  pour  y(z)  une  valeur  in- 
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finie.  Soit  A  ce  point;  comparons  les  valeurs  de  l'intégrale  jtf[z)dz, 

prises  successivement  le  long  des  contours  PMQ,  PM'Q,  qui  compren- 
nent entre  eux  le  point  critique  A. 

Considérons  les  deux  chemins  PIKFQ  et  PIK'I'Q,  qui  réunissent  l'un 
et  l'autre  les  points  extrêmes  P  et  Q  en  présentant  deux  parties  com- 
munes PI,  FQ,  et  ne  différant  Tun  de  l'autre  qu'en  ce  que,  dans  le 


premier  chemin,  ces  deux  parties  sont  réunies  par  la  demi-circonfé- 
rence in6niment  petite  IKF  qui  a  son  centre  en  A  et  qui  se  trouve 
remplacée  dans  le  second  par  Tautre  moitié  IKT  de  la  même  circonfé- 
rence. 

L'intégrale  prise  le  long  du  chemin  PMQ  est  la  même  que  le  long 
du  chemin  PIKrQ,car  le  premier  peut  se  déformer  et  coïnciàer  avec 
le  second  sans  traverser  le  point  A.  De  même  l'intégrale  prise  le  long 
de  PM'Q  est  égale  à  celle  qui  correspond  au  chemin  PIKTQ  ;  la  varia- 
tion cherchée  est  donc  la  différence  entre  les  valeurs  de  l'intégrale 


/' 


ff{z)dz  prise  le  long  des  chemins  PIKFQ,  PIK'FQ.  Ces  deux  che- 


mins ont  les  parties  communes  PI,  FQ;  si  donc  la  fonction  (f(z)  ne 
change  pas  de  forme  quand  on  passe  de  l'un  à  l'autre,  les  deux  inté- 
grales ne  diffèrent  que  par  la  substitution  de  la  partie  relative  à  IKI'  à 
celle  relative  à  IK'F;  et  comme  les  intégrales  relatives  à  une  même 
ligne  parcourue  dans  les  deux  sens  sont  évidemment  égales  et  de  signes 
contraires,  cette  différence  est  la  somme  des  valeurs  de  l'intégrale 


/' 


(f{z)iiz  prise  le  long  de  ces  deux  demi -circonférences  parcourues 

successivement  dans  le  même  sens,  c'est-à-dire  tout  autour  du  cercle 
infiniment  petit  IK'FK. 

14.  On  peut,  dans  un  cas  très-général,  calculer  cette  intégrale  qui, 
d'après  les  explications  qui  précèdent,  représente  le  changement 


brusque  de  jif{z)dz. 
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Soient  en  effet  a  et  ^  les  coordonnées  du  point  A,  et  par  conséquenl 

a  +  p  ^—i  la  valeur  de  z  qui  rend  ^(z)  infinie.  Supposons  qu'il  existe 
un  nombre  entier  n  tel,  que  le  produit 

(3_a-p/irT)"(p(z) 
ne  soit  ni  nul  ni  infini  quand  on  y  suppose  z  =  a  +  ^ /— i;  posons 

F(3)  =  (z-a-Pv/=:7)\(z), 

et  admettons  enfin  que  F(z]  soit  développable  en  série  ordonnée  sui- 
vant les  puissances  de  2  —  a  —  ^  V^— *>  e^  sorte  que  l'on  ait 

?(^)=    7 \    /—NI» 

x[A,^-A,(z  — a~Pv^^)-HA,(z--a  — p/^)'-f-...]; 
on  en  conclut 

toutes  les  intégrales  étant  supposées  prises  autour  du  cercle  infiniment 
petit  décrit  du  point  A  comme  centre.  Toutes  celles  dont  l'élément  ne 

contient  pas  z  —  a  —  p  y/—^  en  dénominateur  sont  évidemment  infini- 
ment petites,  car  la  différentielle  ne  devient  pas  infinie.  Bornons-nous 
donc  à  calculer  les  intégrales  de  la  forme 


/ 


dz 


-k' 


En  nommant  p  le  rayon  du  cercle,  la  valeur  de  z  relative  à  Tun  des 
points  du  cercle  est  évidemment 

z  =  a  -4-  p/ — i-4-p(cosçp  -f- v/ — I  sin<j>), 

et  pour  faire  décrire  au  point  correspondant  la  circonférence  du  cercle 
il  faut  faire  varier  ^  de  zéro  à  27r  ;  l'intégrale  est  donc  égale  à 


X 


^'^  p(—  sin<p  -h  v/~icos<p)  , 


o         p*(cosy-h  v/— isin<p) 
=  -^i   I       /^[cos(X  — i)<p  — y/— isin(^  — i)?V<p. 
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Lorsque  X:  est  différent  de  Tunité,  cette  intégrale  est  nulle  ;  mais,  en 
supposant  ^  =  i ,  elle  se  réduit  à 

X27r     

On  a  donc 

A^_,  étant  le  coefficient  de -==  dans  le  développement  de 

z—  a— p V^ï 
la  fonction  ç(z),  nommé  par  Cauchy  résidu  relatif  à  a  h-  p  /— i. 

Si  le  point  qui  représente  z  parcourait  la  circonférence  en  sens  in- 
verse, l'intégrale  (i)  serait  égale  à  —  27r  y/— T.  Dans  chaque  application 
du  théorème  précédent,  il  faut  tenir  compte  de  cette  remarque  en 
examinant  dans  quel  sens  doit  se  faire  l'intégration  qui  représente  la 
différence  cherchée. 

i5.  Nous  avons  exclu,  dans  la  démonstration  précédente,  le  cas  oh 
le  contour  qui  dirige  l'intégration  passe  par  l'un  des  points  critiques 
pour  lesquels  la  fonction  est  infinie.  L'intégrale,  dans  ce  cas,  n'a  pas, 
en  général,  de  valeur  déterminée.  Cauchy  y  applique  néanmoins  ses 
théorèmes  en  remplaçant  l'intégrale  par  la  valeur  qu'il  a  nommée  la 
valeur  principale. 

Soit  0  le  point  critique  ;  la  valeur  principale  de  l'intégrale  prise  le 
long  du  contour  POQ  est,  d'après  la  définition  de  Cauchy,  la  limite  de 


la  somme  des  deux  intégrales  prises  le  long  de  PI  et  le  long  de  l'Q^ 
lorsque  les  arcs  égaux  10,  OF  décroissent  indéfiniment.  Elle  diffère 
donc  de  l'intégrale  prise  le  long  du  contour  PIMI'Q  par  l'intégrale 

prise  sur  la  demi-circonférence  IMF,  c'est-à-dire  TrAy/— i,  moitié  de 

la  variation  totale  a^n-Av/— i,  qui  se  produit  quand  le  contour,  en  se 
déformant,  traverse  le  point  critique. 


DlO 
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Détermination  de  quelques  intégrales  définies, 

16.  Considérons,  pour  appliquer  les  résultats  précédents,  la  diffé- 
rentielle 


OÙ  a  désigne  un  nombre  réel  et  positif. 
Intégrons  d'abord  entre  les  limites  z  =  — oo,  z  =  -+-oo,le  long  d'un 


o 


0 


cercle  de  rayon  infiniment  grand  ayant  pour  centre  Torigine  des  coor- 
données. Il  faut  poser 

X  =  Rcoscp, 
^=Rsinçp, 

et  faire  varier  ©  de  la  valeur  tt  à  la  valeur  zéro.  L'intégrale  sera 

TT  ^aRcos©V^^-aR8lD?Ry/3ï"(c0S<p  H-  v/^sin<p) 


{'^ 


'X 


ô^-HR*(cos2f  -H  y/ — isinaîp) 


é/f, 


a  étant  positif  ainsi  que  sin^.  L'exponentielle  e-**^»*"?  devient  nulle 
pour  les  valeurs  infiniment  grandes  de  R.  Le  module  du  produit  des 
facteurs  qui  le  multiplient  n'étant  pas  infini,  l'intégrale  est  évidemment 
nulle. 

L'intégrale  prise  pour  les  valeurs  réelles  de  z,  c'est-à-dire  le  long  de 
Taxe  des  X,  est  égale  par  conséquent  à  l'intégrale  prise  autour  du 
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cercle  infiniment  petit  déoit  antonr  da  point  qui  correspond  à  la  va- 
leur 

pour  laquelle  la  différentielle  est  infinie.  Or  on  a 


ïô  résidu  correspondant  à  la  valeur  b  /^  de  z  est  ici 


V- 


®t  l'intégrale  égale  à  aTrAy/^  est 


7r^-«* 


b 

^^H  a  donc 

J^^b'-hz"  b 

^t,  en  séparant  dans  le  premier  membre  la  partie  réelle  et  la  partie 
îo[iaginaire, 

La  seconde  de  ces  formules  est  évidente. 
17.  Considérons  en  second  lieu  la  différentielle 

az. 

z 

on  verra,  comme  dans  le  cas  précédent,  que,  a  étant  positif,  l'intégrale 
est  nulle  le  long  de  la  demi-circonférence  de  rayon  infiniment  grand 
décrite  de  Forigine  comme  centre  et  du  côté  des  x  positifs.  Si  Ton  in- 
tègre le  long  de  l'axe  des  X,  en  remplaçant  seulement  par  une  demi- 
circonférence  infiniment  petite  la  partie  qui  contient  le  point  critique 
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placé  à  Torigine,  on  aura  donc  le  même  résultat,  et  Ton  peut  écrire 

/A    ^xsT^x              /»AMB^«v'^              /»oo  gox^/^ 
dx-^  \  dz-^  \       dx  =  o. 


M 


0        B 


Remplaçons  dans  la  première  et  la  troisième  intégrale  ^'^  par  la 
valeur  cosaj:^H- v/--ïsin^u:;  remarquons  que  les  deux  intégrales 

réelles  sont  évidemment  égales  et  de  signes  contraires,  et  que 


n'étant  pas  infini  avec  .r,  la  suppression  de  l'intégrale  /  dxle 

long  du  diamètre  infiniment  petit  AB  est  insignifiante,  et  nous  aurons 

(7)  ^"V-oo""^""  J  "~F"  • 

Mais,  pour  les  points  du  cercle  AMB,  on  peut  écrire  e*"^—  i,  et  par 
conséquent  (7) 

/AMB^ïv^  

donc  enfin 

f   \  /^°°   sinfl^  , 

(9)  j_     -^-^  =  77, 


comme  il  a  été  précédemment  trouvé. 

18.  La  méthode  précédente,  qui  est  extrêmement  féconde,  constitue 
une  des  belles  découvertes  de  Cauchy.  Donnons-en  encore  une  appli- 
cation. 

Considérons  la  différentielle 

-flfe, 


a  désignant  un  nombre  réel  et  positif  moindre  que  l'unité,  et,  afin 
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qu'elle  soit  bien  définie,  admettons  que,  la  yaleur  Initiale  de  z  étant 
une  valeur  négative  réelle  infiniment  grande  —  R,  on  ait  pris 

(— R)-'  =  R«-«  [c0S(a-  l)7rH-  v/irîsfn(fl~-l)7r], 


R«-»  étant  réel. 
L'intégrale 

(lO) 


-00 


00         jrt-l 


dz^ 


prise  le  long  de  la  demi-circonférènce  de  rayon  infiniment  grand  R, 
sera  cette  fois  encore  égale  à  zéro.  Elle  est,  en  efi'et, 


(") 


/. 


°   R"y/— i(cosa^  -f-y/— i8infl<p) 
—  w      i-f- R(co8f -h /—isiny) 


^<P» 


et,  comme  a  est  moindre  que  Tunîté,  le  module  de  l'expression  inté- 
grée entre  les  limites  —  tt  et  zéro,  qui  ne  sont  pas  infiniment  écartées, 
est  infiniment  petit,  et  l'intégrale  devient  nulle,  par  conséquent,  lorsque 
R  est  infini. 

Le  seul  point  critique  de  la  différentielle  correspond  à  la  valeur 
z  =  — I. 

L'intégrale 

dz^ 


f 


IH-Z 


prise  le  long  de  la  ligne  —  XAMBX,  qui  se  compose  de  la  portion  XA 


M 


~X 


B 


de  Taxe  des  X,  du  demi-cercle  infiniment  petit  AMB  décrit  autour  du 
point  dont  l'abscisse  est  —  i  et  de  la  ligne  BO  prolongée  jusqu'à  un 

Caic.  inf,  D,-- IL  33 
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point  infiniment  éloigné  X,  est  donc  aussi  égale  à  zéro,  et  Ton  a 

i/»A       2*-'                 /»AMB   ^-i 
I        dx-h  I  dz 

•  I     dx  -{-  l       dx  =  o, 

XA  /»o 

et  1     ,  on  remplace  x  qui  est  négatif  pa 

—  Xy  et  x"~^  par 

a:*"'[cos(a  —  i)7r-f-  y/— isin(fl  —  i)ii], 
la  somme  de  ces  intégrales  prendra  la  forme 

X[cos(fl  — l)7rH-y/~isin(a  — l)ir], 

A  étant  un  facteur  réel  que  nous  n'avons  pas  besoin  de  connaître. 
L'intégrale 

est  égale  (i5]  à 

—  Tz^—i  [cos(a  —  i)7r  -f-  y/— isin(a--  i)îr], 

et  Ton  a  par  conséquent 

(  X-[cos(a— i)îr -4- y/— isin(a— i)7rj 

]      --îf\/— l[c0S(a— l)7r-hy/— isin(«— l)7r]-f-   1 ûtc=0, 

Multiplions  par  [cos(—  «tt)  h-  y/— i  sin(—  «tt)],  il  viendra 

—  A' H-Try^^-h  [c0S(— «tt) -Hy/ir7sin(--a7r)j   1        — dx  =  0^ 

et;  en  égalant  les  parties  réelles  et  les  coefficients  de  )/—ii 

{i4  /        dx=-^- 

^     '  Jo      i-^  ^  smâ 


►AMB    ^a-l 

—  dz 


[an 


j  COS^TT 

—  A-  H-  K  — : =  O, 

Sm«7r 

(i5)  A  =  —!^—; 

^     '  tang«7r' 
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Bt,  <A  le  rat 


I> 


i£r. 


9.  Softs'r) 
aieponr* 


àtz, 


dz\t 


rs  de  fomes  ec  de 

i  points  A,.  A; A^  et  m'( 

une  de  toolescses  MfiégniSes 


deb 

Oh  a  ^vn    9    qae.  s  Ttm 
amtamr  MXP,  pvis  le  ]«z£  âe 
artctnîres  dêcrîSs  2'i.'b?cr  âe 


m  «ÉI.  b 


ts  ira  sens  opfMsé  à 


âen  HL&e.  poam  ^^k  i» 
tout  en  la 


As    f 


Riacn'*s  a 


Lesintégnia 
ait  égalisée  <àe 
ont  que  faté^raûe 
iint^rale»  reaCirs» 
eln. 

AppliquoB  le 


raacri»  aa 


CTBMoibfede 


fké8nBKarart6^Ew/^^4£(,  f'^,  i(ca«Cfepf»- 
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dont  noos  voulons  compter  les  racines  et  que  bous  supposerons  seu- 
lement bien  déterminée,  finie  et  continue,  ainsi  que  sa  dérivée  peur 

toute  valeur  de  z.  Les  seuls  points  pour  lesquels  la  fonction  -—-^ 

¥(z) 

peut  devenir  infinie  sont  ceux  qui  correspondent  aux  racines  de 

F(z]  =  o,  et  réciproquement  à  chaque  racine  correspond  un  tel  point. 

Soit,  en  efiet,  z  =  a  +  ^  \/^  mie  radne  de  degré  de  multiplicité  p^ 
c'est-à-dire  supposons  que  Ton  ait 

F(z)  =  {z^«-p^:rï/ç(z), 

ff(z)  étant  une  fonction  finie  et  continue,  ainsi  que  sa  dérivée,  pour  la 
valeur  z  =  a  -h  p  ^—  i  ;  nous  aurons 

et,  en  divisant  le  premier  membre  par  F  (z)  et  le  second  par  le  prodoit 
qui  lui  est  égal, 

F^(^)^  p  ,  y^^), 

F(z)       z-a-P)/-:^      ?(«) 

PourcalcuIerTintégrale  autour  d'un  cercle  infiniment  petit  ayant  pour 
centre  le  point  qui  correspond  k  z  =  a-h  p  vZ—^  >  on  peut  négliger  la 

fonction  ^y-^  qui  est  finie,  et  l'intégrale  est,  par  conséquent  (14 ), 

égale  à  iTipyj—ix  la  somme  des  intégrales  prises  le  long  des  petits 
cercles  qui  entourent  les  points  correspondant  aux  racines  est  par 

conséquent  égale  au  produit  de  aTry/^  par  le  nombre  total  des  ra- 
cines, dans  lequel  la  racine  de  degré  de  multiplicité  p  est  comptée 
D  fois;  et,  par  conséquent  enfin,  le  nombre  des  racines  correspondant 
à  des  points  intérieurs  au  contour  est  représenté  par 

(2) 


,7rv^~  j    F(z) 


e/z, 


l'intégrale  étant  prise  le  long  du  contour  MNP. 

Pour  faire  usage  de  ce  théorème  très-remarquable  dû  à  Caucby,  il 
nous  reste  à  examiner  le  moyen  de  calculer  cette  intégrale. 

On  a 


/ 


Vâ-'-m». 
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et,  en  posant  F(s)=  P-^Qv^— i, 

/F(z)=i/(P'-hO')-hv/^arctangg. 

Le  terme  -  /(P^+  Q*)  étant  bî^i  déterminé  pour  chaque  point  du 

contour,  et  reprenant  la  même  Yaleor  après  un  tour  accompli,  don- 
nera éyidemment  z^ro  pour  résultat.  Pour  calculer  Tint^^rale  qui  cor- 

/ —  P 

respond  au  terme  y— larctangT-.  9  partageons  le  contour  total  en  un 

p 

certain  nombre  d'arcs  dans  Tinténeur  de  chacun  desquels  ^  ne  de- 
vienne pas  infini,  en  prenant  pour  points  de  division  ceux  pour  lesquels 

p 

on  a  Q  =  o.  r^)  dans  chacun  de  ces  intervalles,  passera  de  +»  à 

•+-«,de— 00  à  — 3c,de  — •  à-+-oo  ou  de  -4-00  à— 00;  dans 

p 
les  deux  premiers  cas ,  Taccroissement  de  arc  tang  ^  est  évidem- 
ment nul  ;  il  est  TT  dans  le  troisième  et  —  tt  dans  le  quatrième.  La 
iQoitié  de  Texcès  du  nombre  des  arcs  de  la  troisième  espèce  sur  ceux 
de  la  quatrième  représente  donc  le  nombre  des  racines. 

20.  Supposons,  par  exemple,  que  le  contour  soit  un  cercle  de  rayon 
utfiniment  grand  p  décrit  de  Torigine  comme  centre,  et  soit 

^'  A,, . . . ,  A.  étant  des  constantes  réelles. 
Oùa 

P  =  p*cosifito  -r-Aip'"~'co6(m  — i)«-4-...-hA,„, 

0=  p"ooB/j»w  -f-A,pP*^ffln(/iï  —  i)w  -h. . . -h  A„_, p sinw, 

^  P  étant  infiniment  grand,  les  deux  seconds  membres  peuvent  être 
'^Uiis  à  leurs  premiers  termes,  et  par  conséquent  Q  est  nul  pour  les 


TT      2t:  m  —  I 


^^©Urs  de  «  infiniment  peu  différentes  de  o,  —t  — ^  ?  •  •  •  ? 


m     m  m 


TT,..., 


(a#>t  -.  i)  p 

""■^^~ '  it  ;  et  Ton  a  ainsi  2  m  intervalles  dans  chacun  desquels  ^ 

^^^Se  de  —  00  à  H-  00 .  Le  nombre  des  racines  est  par  conséquoit  égal 
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Intégrales  des  fonctions  susceptibles  de  plusieurs  valeurs, 

21.  Les  différentielles  considérées  dans  les  exemples  précédents  n'a- 
vaient qu'une  seule  valeur  possible  pour  chaque  valeur  de  la  variable, 
et,  lorsque  le  chemin  qui  règle  Tintégration  en  se  déformant  d'une 
manière  continue  franchit  un  point  critique,  la  variation  de  l'intégrale, 
due  tout  entière  aux  éléments  qui,  dans  un  intervalle  infiniment  petit, 
ont  acquis  une  valeur  infinie,  est  égale  (13)  à  l'intégrale  relative  à  un 
cercle  infiniment  petit  décrit  autour  du  point.  Mais  les  choses,  dans 
certains  cas,  se  passent  tout  autrement.  Soit  l'intégrale 

les  limites  a  %ib  correspondant  aux  points  P  et  Q.  Supposons  que  la 
courbe  le  long  de  laquelle  on  intègre  traverse  en  se  déformant  un 
des  points  critiques  relatifs  à  la  fonction  ^[z\  et  cherchons  quelle  va- 
riation en  résultera  pour  Tintégrale. 

Le  problème  est  très-différent  de  celui  qui  a  été  résolu  (14).  La  va- 
leur de  (]>(2;)  n'étant  plus  pour  chaque  valeur  de  z  unique  et  indépen- 
dante de  la  route  suivie  par  le  point  qui  représente  z^  une  cause 
nouvelle  de  changement  se  produit  pour  altérer  bien  plus  profondément 
le  résultat.  Dans  le  cas  traité  (14),  l'intégrale 

/     ^[z]dz 

pouvait,  par  un  choix  nouveau  de  la  courbe  le  long  de  laquelle  se  fait 
l'intégration,  recevoir  un  accroissement  constant  dont  nous  avons  cal- 
culé l'expression,  mais  la  forme  de  la  fonction  reste,  à  cela  près,  tou- 


jours la  môme.  Les  éléments  des  intégrales  correspondant  à  deux  con- 
tours voisins  diffèrent  infiniment  peu  les  uns  des  autres,  et,  si  les 
contours,  après  s'être  séparés,  se  réunissent  dans  une  portion  de  leur 
cours,  les  éléments  relatifs  à  la  portion  commune  sont  les  mêmes  dans 
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les  deux  cas.  D  en  est  Umt  antraoeat  dans  rfaypoÛièBe  actuelle.  Si 
Ton  oonsiâère  deux  cxMrtoarB  ÎBfiniiDait  vamas^  tels  qne  FlflNQ, 
PMrNQ,ooiiipreoaBt  eativ  en  k  poÎDtcntiqM  A,  ks  deox  m^^ 
identiqiies  pour  la  portioB  qm  correspond  à  FIL,  dUSbnml  wm-seiile- 
ment  parce  <pie  dans  TwBt  les  étfments  relatâfe  an  coatov  ION  rem- 
plaœnt  cens  qid  daas  YmtaPt  sont  niatib  k  Ml'N,  sais  encore  parée 
que,  entre  les  ponts  K  et  Q^  les  Talen»  de  la  difiërastidle  ff{z)dz 
aoDt,  dans  les  deax  cas,  três-diBerailes. 

22.  Considérais,  par  csemiâe,  Imtégrale  l^i  —  z'dz^  et  soit  Â  le 

ixnnt  critiqae  correapoaâaaft  à  z  =  i ,  pour  lequel  les  desx  raleofs  de 
la  fonction  i^i  — z*  sont  égales  et  peuvent  se  dbm^ar  Tuât  dansFantre. 


Tl 


_4, 


Soit  B  le  point  oomepandant  k  z  =  it.  et  ooosîdéroBS  ks  deux  ialé' 
grales  relathfes  an  den  esmîcmê  OnjH,  OPI  QB ;«Ile6  Ml  la  partie 
oommiDe 


r 


VI  — ^'^- 


^hbon  sait  ija^'oi  sniraDt  k  partir  de  P  ks  devx  dMOUss  PIQ  et  PI'Q 
pour  parvodr  ea  Q^  oa  y  trairv«ra  pcmr  k  radkal  deax  rakim  c^gaks 
^  de  signes  ooalnàres,  «a  sort/t  qo^  nst^grak 

9^i  forme  b  partSe  îmagnnâire  des  den  espre»»  eondérées.  aan 
^^nsFone  et  daas  ravtre  def  rsOeurf  éjssik^  et  de  siçoes  cuutojûres. 
Q«>m an  poriBOBS  r«iatJTe§  an  ewotcwç  PIQ-  PrQ.  eUe^  soal  infias- 
■■^eiu  pHita  et  aé^Gçesiiks  si  k  om^  PI9' est  n&Do^^ 

S.  Poar éta&r  k§ Taknrç  dKerseE  de  iHrttoa^       «^^s  £fc 


de  rinUçrale  r 
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le  cas  où  la  fonction  ^(z)  est  mal  déterminée,  M.  Puisenxa  proposé 
une  classification  ingénieuse  et  fort  utile  des  diyers  chemins  qui,  entre 
les  deux  pmnts  qui  représentent  les  limites  a  et  z,  peuvent  donner 
lieu  à  des  intégrales  distinctes. 

Soient  A  et  Z  les  points  extrêmes  qui  représentent  les  limites  de 
l'intégrale,  et  G,,  C,, . . . ,  G^  les  points  critiques  dont  la  rencontre  peut 
faire  naître  un  changem^t  dans  l'intégrale,  lorsque  le  contour  qui 
réunit  A  à  Z  franchit  Tun  d'entre  eux  en  se  déformant.  M.  Puiseox 
nomme  contour  élémentaire  le  contour  parcouru  par  un  point  qui,  par- 
tant de  A,  se  dirige  vers  un  des  points  critiques,  décrit  autour  de  lui 
un  cercle  infiniment  petit,  et  revient  en  A  en  suivant  la  ligne  qui  Ta 
amené.  Il  est  aisé  de  voir  que  tout  contour  commençant  en  A  et  finis- 
sant en  Z  peut  être  remplacé  par  la  réunion  de  plusieurs  contours 
élémentaires  successivement  parcourus,  auxquels  on  adjoindra,  pour 
terminer,  la  droite  OZ,  et  qu'une  telle  substitution  peut  se  faire  sans 
qu'il  en  résulte  de  changement  pour  l'intégrale. 

Gonsidérons,  en  effet,  un  fil  flexible  dont  une  extrémité  soit  fixée  en 
A,  et  qui,  plié  suivant  la  ligne  qui  dirige  l'intégration,  aille  passer  dans 
un  anneau  placé  en  Z.  On  peut,  on  le  sait,  changer  la  forme  de  ce  fil 
sans  altérer  l'intégrale,  pourvu  que,  conservant  les  mêmes  extrémités 
A  et  Z,  il  ne  franchisse  en  se  déformant  aucun  des  points  critiques. 
On  peut  aussi  adjoindre  au  chemin  considéré,  quel  qu'il  soit,  un  che- 
min quelconque  deux  fois  parcouru  en  sens  opposé  partant  de  Tua 
quelconque  des  points  du  contour  et  y  revenant,  pourvu  qu'il  intro- 
duise dans  l'intégrale  des  éléments  qui  se  détruisent  deux  à  deux. 

Cela  étant  rappelé,  supposons  que  l'on  implante  sur  chacun  des 
points  critiques  G,,  G,,. . .,  C„  une  tige  matérielle  qui  empêche  le  61  de 
la  franchir,  et  que  l'on  tire  ensuite  celui-ci  à  travers  l'anneau  Z,  de 


c,^-. 


manière  à  le  raccourcir,  autant  que  possible,  en  le  réduisant  à  une  série 
de  lignes  droites  réunissant  les  points  critiques  ou  seulement  quelquesr 
uns  d'entre  eux,  autour  desquels  il  pourra  faire  un  nombre  quelconque 
de  circonvolutions.  Supposons  qu'à  partir  de  A  le  chemin  ainsi  réduit 
se  dirige  d'abord  vers  le  point  critique  G,  ;  deux  cas  peuvent  se  pré- 
senter :  ou  il  s'appuie  sur  lui  simplement,  ou  bien,  avant  de  le  quitter, 
il  fait  autour  de  lui  un  ou  plusieurs  tours.  Dans  le  premier  cas,  le 
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eheaûn  ayant  la  forme  Â^C,  G,  peut  être  remplacé  par  un  contour  ^é- 
mentaire  décrit  autour  du  point  C,,  suivi  d'un  chemin  direct  dirigé 
vers  G,  et  laissant  C^  àsa  gauche.  Si  le  fil,  avant  de  quitter  C^,  fait  au- 
tour de  lui  n  circonvolutions,  on  peut  remplacer  la  portion  ACiC,  par 
/i  + 1  contours  élémentaires,  suivis  d'un  chemin  direct  qui  va  de  A 
vers  Cj  en  laissant  C^  à  sa  gauche.  Et  j'entends  par  là  que  ces  deux 
chemins  peuvent  être  réduits  Tun  à  l'autre,  comme  on  s'en  assure  à  la 
simple  vue,  sans  qu'il  y  ait  nécessité  de  faire  franchir  à  l'un  d'eux,  en  le 
déformant  d'une  manière  continue,  aucun  des  points  critiques  G,  et  G, 
et  en  évitant,  bien  entendu,  la  rencontre  des  autres  points  critiques 
qui  peuvent  se  trouver  sur  le  plan. 

Le  fil,  se  dirigeant  ensuite  vers  un  troisième  point  G3,  pourra  être 
remplacé  de  même,  dans  la  portion  AGjG^,  par  un  certain  nombre  de 
contours  élémentaires  décrits  autour  de  G^,  suivi  d'une  ligne  se  rendant 
directement  vers  G3  et  laissant  G^  et  G,  à  la  gauche,  sans  comprendre 
entre  elle  et  A  G,  G2G3  aucun  autre  point  critique. 

L'application  répétée  de  cette  méthode  permettra,  comme  on  l'a 
annoncé,  de  remplacer  le  chemin  proposé,  quel  qu'il  soit,  par  une 
série  de  contours  élémentaires  auxquels  on  adjoindra  un  dernier  che- 
min allant  directement  de  A' en  Z« 

24.  Suivons  les  conséquences  des  considérations  précédentes  dans 
rétude  de  l'intégrale 


X 


'      dz 
-, =  arcsmz. 


Admettons  que  pour  la  valeur  initiale  z  =  o  on  prenne  /i — z* = -h  i  ; 
si,  partant  de  l'origine  des  coordonnées,  le  point  qui  représente  z  suit 
une  courbe  donnée  quelconque,  les  valeurs  successives  des  radicaux 
sont  déterminées  par  la  loi  de  continuité.  Les  points  critiques  cor- 
respondent ici  aux  valeurs  z  =  =1=  i  et  sont  tous  deux  situés  sur  Taxe 
des  X  de  part  et  d'autre  de  l'origine. 

Les  contours  élémentaires  sont  AIKFIA  et  AGLG'GA.  Un  chemin 
quelconque  partant  de  A  et  se  terminant  en  Z  peut  être  remplacé  par 
une  série  de  contours  élémentaires  successivement  parcourus,  auxquels 
on  adjoint,  pour  terminer,  la  droite  AZ.  Lorsque,  partant  du  point  A, 
en  adoptant  pour  le  radical  la  valeur  -h  i,  le  point  qui  représente  z 
parcourt  la  droite  AI,  si  l'on  nomme  s  le  rayon  de  cercle  G,I,  la  valeur 

du  radical ,  lorsqu'on  arrive  en  I  est  évidemment  h-  y^i  —  e*  ;  mais, 
quand,  en  faisant  tourner  le  point  directeur  autour  du  petit  cercle,  on 
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Taura  ramené  en  1,  le  radical  aura  pris  la  valeur  —  ^~^P,  On  a,  en 
effet, 

v/i  — 2*''=  ^i  —  z\/i-hz; 

les  deux  valeurs  de  v/i-h^,  n'étant  pas  infiniment  voisines,  ne  peuvent 
évidemment  pas  se  ehanger  Tune  dans  l'autre,  par  suite  du  chemin  in- 
finiment petit  qui  a  été  parcouru;  mais  celles  de  v/i  —  z,  au  contraire, 
s'échangent  à  la  suite  de  la  rotation  du  point  qui  représente  z  autour 


î\c^( 


K 


du  point  critique  G,.  Le  point  dii^ecteur  partant  de  I  pour  revenir  en    ^ 
et  achever  le  contour  élémentaire,  le  radical  ayant  pour  valeur  initiale 

—  V^i  —  s^  et  variant  d'une  manière  continue,  sera  constamment  aé- 
gatif  et  aura  pris,  lors  du  retour  en  A,  la  valeur  —  i,  égale  et  de  sigii6 
contraire  à  celle  qu'il  avait  au  départ.  Le  parcours  du  contour  élémen- 
taire correspondant  au  point  G,  change  également  et  pour  les  mêmes 
raisons  le  signe  de  la  fonction.  Il  résulte  de  là  qu'un  même  contour, 
parcouru  successivement  un  nombre  pair  de  fois,  n'amènera  dans  l'in» 
tégrale  que  des  éléments^qui  se  détruisent  deux  à  deux,  et,  comme  Ja 
fonction  retrouvera  en  A  la  valeur  primitive,  les  autres  éléments  res- 
teront les  mêmes,  et  ces  contours  élémentaires  pourront  être  sup- 
primés. 

Dans  le  chemin  le  long  duquel  on  intègre,  on  doit,  d'après  cela, 
supposer  que  les  deux  chemins  élémentaires  soient  toujours  alternati- 
vement parcourus,  6hacun  d'eux  pouvant  l'être  un  nombre  quelconque 
de  fois,  mais  jamais  deux  fois  de  suite. 

Cherchons  la  portion  de  l'intégrale  relative  à  l'un  de  ces  contours. 
La  portion  relative  à  AI  est  évidemment  j 


arcsin(i--  s)  —  arcsino; 
elle  diffère  infiniment  peu  de  -;  celle  qui  se  rapporte  au  contour  du 


I 


*  =  i^c(cBS.f — % — lâf^    é:=:s% — idf  cessai — isKh%  , 


^  1^01  voit  qat  TSéoDEKÉ.  ât  Tîaûé^Thé  BmtnC  %  £  €k  iactaor. 
^''iitégnâe  ■fàal't'P  î  lA  «s^  f>gii>  «■&£ j:  ocsQs  oïl  ât  rapparie  à  ^ 

%  I  — ^ 
c*^  «tee  teHp§  gomê  im  jotat  àt  Juk  as  Tfl^fTaiifls  i  Iseî». 

oda^  égade  à  7,  ïoe^pK-  !^  nùsnr  îiciâaie  àc  TsâsL  «s  --  3  :  aie  senât 
le  CK  f—tmirr  fiinfinnir  rsacrr^  joi  âwxBif  cmaoïir  est 
k  ffeHôer  os  <e(  —  x  ans  le  «eenâ. 

fi  ToB  cssnoBSKse-  h  isnt  pursssinr.  se  psàn:  onl  npré- 

cfasia  dES  àsd  ^zjsÉOEZi  iÈèïassL':i£n&.  m:  puâsiui:  bI- 

et  lia  Â  JBna».  T^iaéçrttiSr  nsOÉfrrs  h  rTx  à»  ok 

=  X.V7.  fiâsK  ^''sB  Bon  coBBDBmDt  pBT  cchc  âr  ârÀtT 

^BdfricC  fi  r«B  preBC  ■—  lib^  jtpmmBT  0:  «tts 

le  loag  ée  AI.  isn^iie  Â  ^ajenr  îbëIïij?  ài  ndiaiî  «1  — i.  «t 

qfBEii.  jongnir  «ecâ£  nJenr  esc  — 3.  ot  on:  biss  jjbb 

sipm  le  fareoBR  43»  2.9  —  1  euLuaa^.  m:  nuBon  .one  |»hiii  prcBàre 

rii 


rr    i»  —  I  T  — 


qri  est  pradaBBeat  TayreaâsB  ^en^nûe  âss  btb.  ôud:  Je  ams  «a 
asBB. 

S.  La  fbBCBâSB  SCâSBX.  «OSÎâéM  COBBDe  îIxiâstû 


/ 


^OB  râatéele  v^,  «efeactioB  Bsi 
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valefur  de  z,  peut  acquérir  une  infinité  de  valeurs  distinctes.  Mais,  si 
Ton  considère  u  comme  la  variable,  la  fonction  inverse 


z=  smu 


JH 


est  au  contraire  bien  définie.  Il  importe  d*en  expliquer  la  raison.  Les 
variables  zei  u  recevant  simultanément  des  valeurs  représentées  par 


<D 


\i/ 


deux  points  du  plan,  il  faut,  pour  étudier  leur  dépendance,  suivre 
leurs  mouvements  simultanés.  Rapportons-les,  pour  plus  de  simpli- 
cité, à  des  axes  différents  OY,  OX  pour  z,  O'Y',  O'X'  pour  a.  L*é- 
quation 


dz        /- 


montre  que  les  points  critiques  de  la  fonction  z,  s*ils  existent,  doivent 
correspondre  à  z  =  ±  i ,  et  par  conséquent,  d'après  l'étude  faite  pré- 

cédemment,  à  w  =  (  2  A-  -h  i)  -  • 

^  '2 

Soient,  par  exemple, 

2  =  1, 

Tt 
2 


représentés  respectivement  sur  la  figure  par  les  points  P  et  Q.  Suppo- 
sons que  le  point  qui  représente  z  tourne  autour  de  P  sur  un  cercle 
infiniment  petit  de  rayon  p  ;  cherdions  le  mouvement  correspondant 


INTÉGRALES  PRISES  ENTAB  DES  LIMITES  IMAGINAIRES.   5^5 

du  point  qui  représente  u.  Nous  devons  poser 

z=  1 4-p(cos<p  4-  v/— isiny), 
dz^  pv/— i(c0Sf  -+-  v'^siny )û?(5p, 

et,  puisque  p  est  iafinimait  petit,  en  remplaçant  !-¥■  z  par  2, 

i—  z'=  (i  — z)  (i-+-  z)  =  — ap(cosf -h  v^^siny) 

=  2p[cOS(<p-h7r)  -h  V^— isin((p-+-7r)], 

et  par  conséquent 

u  =  y/ip [sin  y^J  -  \/^ cos  (-~ )]  ■+"  C ; 

la  constante  G  est  évidemment  égale  à  -  •  Il  est  clair  que,  7  variant  de 

zéro  à  a  7r  Je  point  qui  représente  u  décrit  une  demi-circonférence  de 

rayon  v^  autour  du  point  Q  ;  et  Ton  voit  que  z,  reprenant  sa  valeur 
primitive  après  avoir  fait  un  tour  entier,  u  ne  reprend  pas  la  sienne, 
et  c*est  pour  cela  que  u  est  une  fonction  mal  définie.  Mais  si,  au  con- 
traire^ u  fait  un  tour  entier  sur  le  oerde  de  rayon  v^2p,  le  point  qui 
représente  z  fera  deux  tours  sur  le  cercle  de  rayon  p,  et  z,  considéré 
comme  fonction  de  u,  reprend  sa  valeur  primitive  lorsque  u  tourne 
autour  du  point  Q,  qui,  par  conséquent,  n'est  pas  un  point  critique. 


»•••< 
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NOTE  SDR  LA  THÉORIE  DES  FONCTIONS  ELUPTIOIIES^ 

Par  m.   J.  BERTRAND, 

Membre  de  l'Institut. 


Considérons  l'intégrale 

si  Ton  pose  z  =  sin^,  elle  devient 

(a)  a=  I  ^      =; 

Jo    v/i-'^sin^ 

1  a  limite  <)>,  considérée  comme  fonction  de  u^  a  été  nommée  amplitude  u\ 
on  écrit 

ç  =  am«, 

et,  par  conséquent,  la  limite  z  de  l'intégrale  (i)  est  égale  au  sinus 
d^ amplitude  u  : 

z=  sinam^^. 

Cette  fonction  z  est  une  généralisation  de  sinw,  auquel  il  se  réduit 
quand  on  suppose  h=:o. 

La  propriété  fondamentale  de  la  fonction  sinam^^  se  déduit  de  l'in- 
tégration différentielle 

/jN  dx d{r^ 
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Pour  intégrer  cette  équation,  posons 


dlr 


(4)  ^=      v/li-x'Ki-A'x»), 

et,  par  conséquent, 

En  prenant  la  dérivée  par  rapport  à  /  et  supprimant  le  facteur 

—r  ',  on  en  déduit 
dt 

et  de  même 

puis,  par  des  combinaisons  évidentes, 

d^r         d^x  it      I   ^        i\ 

et,  en  divisant  membre  à  membre,  simplifiant  et  décomposant  le  déno- 
minateur du  premier  membre  en  deux  facteurs  dont  Tun  est  tranl^porté 
dans  le  ée^nd  membre, 

d^Y         d^x  ,,       /    dr         dx\ 

■  *~~  — ^.— — ^_^^^^___^_^— ^.^-^__^__  • 

dr         dx  I — k^x^y^ 

dt      -^  dt 

Dans  chaque  membre,  le  numérateur  est  la  dérivée  du  dénominateur, 
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et  nous  avons,  en  intégrant, 


/ 


(4-^§)=^('-*'-*^)-^c> 


c'est-à-dire,  en  nommant  p  une  constante  dont  le  logarithme  est  C, 

dr        dx 
dt      -^  dt 
i-k^x^f   -P' 

et,  en  remplaçant  ^  et  -^  par  leurs  valeurs, 


f6>         ^V^(i-J^)(i->^'y)-W(i-^^)(i-^'^)^6 
^    '  I  —  k^x'^y^  "' 

Telle  est  Tintégrale  de  Téquation  (3);  en  posant,  conformément  à  la 
notation  indiquée, 

C^  dx 

u=  I  -T     x=smam<f, 

Jo    \/(i^x')(i-A'x') 


Jo  v/(i-r^)(i-^y) 


j    jr=  simmUf 


réquation  (6)  devient 


(7) 


P  = 


sinamttv^(i  —  sin^amp)(i  — ifr'sin'ami') 
sin  ampv/(i  —  sin'  am  «  )  (  i  —  X-'  sin^amw) 


I  —  ^^  sin'  am  u  sin^  am  p 


Celte  équation  étant  l'intégrale  de  Téquation  (  3  )  exprime  évidemment 
que  tt4-  «^  est  constant  ;  p  qui  reste  constant  en  môme  temps  que  u  +«» 
est  donc  une  fonction  de  w  -h  p,  et,  comme  il  se  réduit,  pour  p  =  o,  à 
sinami/,  on  a  enfin 


(8)  sinam(tt-»-p)  = 


smamu\/{i  —  sin'amf  )  (i  —  A^  sin^am^) 
sinampv/(i  — sin^amtf)  [i  —  A-'sin^ama) 


I  —  P  sin^amii  sin^am  t^ 
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Posons 


y/i  —  sin'  am  a  =  cos  am  a, 
V^i  —  A*8in'ama  =  A  amie; 

réquation  (8)  devient 

,   .    .        ,        .      smamMCOsampÂamp  + sinampcosampAam/z 

(o)  sinam(tt4-p)=  .,  .  , ^r-^ 

^^'  ^        '  I  — A^'sin'amasm'amf 

Des  calculs  faciles  donnent,  après  des  réductions  élémentaires, 


cosam(a-f-p)=  v/i--sin'am{a-H  p) 

(ï^)  {  _  cosam^^cosamp  — sinam^sinampAami^Aamp 

~  I  — A'sin'amttsin^amp  ' 

Aam(tt-+-p)  =  v^i  — A:^sin^am(a-+-<^j 

(**)  i  _  Aam^Âamp— A'^sin'amasinampcosamucosamc 

~  I  —  A^'  sin^  am  a  sin'  am  p 

Les  formules  précédentes  impliquent  des  ambiguïtés  résultant  de  ce 
que  cosamtf  et  àsnauy  définis  par  des  radicaux,  sont  susceptibles  cha- 
cun d'un  double  signe;  il  faut  faire  disparaître  cette  cause  d'indéter- 
mination qui  rendrait  la  théorie  nouvelle  aussi  imparfaite  que  le  serait 

la  Trigonométrie  si  la  fonction  coso;  définie  comme  égale  à  v^i—  sin'o? 
pouvait,  pour  chaque  valeur  de  x,  recevoir  un  signe  arbitraire. 
Posons 

(it&)  ^  =  sinam«, 

(i3)  ^=cosamK, 


z  =  Aami^; 


on  a  par  définition 


_  /•* dx /•• 


dx 


cosam/iAam» 


et  par  conséquent 

(i4)  -7-  =  cosamttAamu; 

du 

Calcul/.  D.-  II.  34 
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mais 


dx     <a?smam2£  dymu 

-r  =  — -i =  cosama— 7 — ; 

du  du  du 


donc 


dzmu 

—, —  =  Aama, 
du.  ' 

e/cosamzf  .  ddxsiu 

— -j =  —  sinama  —: —  =  —  smamw  A  ama, 

du  du  ' 

,,  .                        dzxsiu 
, .              ~  A'sm  ama  cos  zxsau  — -: — 
aAamu                                              du  ,,  . 

— -j —  = : =--A'^sinamMCOsamM; 

""  v/i  — ^^sin'ama 

et  nous  pouvons  définir  les  trois  fonctions  x^  7,  z  par  les  équations 

^'^^  dil=     ^^ 

(16)  |  =  -.z, 

(17)  Tu  =  -^^'^''^ 

qui  ne  donnent  lieu  à  aucune  ambiguïté.  Les  intégrales  de  ces  équa- 
tions contiennent,  il  est  vrai,  trois  constantes  arbitraires  dont  il  faut 
choisir  les  valeurs. 
On  déduit  de  (i5)  et  (16) 

dx         dy 
^  -7-  -f-  r  —  =  o, 
du      *^  du         ' 

donc 

(18)  x''-hf=C. 

Nous  supposerons  C  =  i ,  et  Ton  aura 

j  =  v/i  — A''; 

(i5)  et  (17)  donnent 

, ,    dx        dz 
k^x- — hz-r  —  o: 
du  du 
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donc 

(19)  k^x'-i'z'=a. 

Posons  également  G'  =  i ,  nota  aurons 

L'équation  (i3)  donne,  en  vertu  des  précédentes. 


donc 


g  =  V^(l-x=)(i -*'*'); 


) 

En  posant  G"  =  o,  la  troisième  constante  sera  déterminée,  et  nous 
aurons 

x  =  sînamu, 

jr  =  cosame^, 

z  =  ^Bmu. 

Pour  a  =  o,  on  a  0?  =  o;  j  et  z,  d'après  les  équations  (i8)  et  (19),  sont 
égaux  à  ±  I  ;  prenons  /  =  -+- 1,  z  =  -+- 1 ,  les  fonctions  seront  entière- 
ment déûnies. 
Les  formules  fondamentales 

,   ,     .        ,        ,     siname^cosampÀamp+sinampcosamzeÀamtt 

( 9  )   sm am  (m  -h  p)  = «-  -1 .-i ? 

^^'  ^        '  i~^  sm'amwsm'amc 

,     ,  ,        ,     cosamifCOsamp—sinamasinampÂamKÂamp 

Jioi  cosam(wH-p)  = 7i--2 --t ) 

'     '  ^        ^  I  — ^'sm^amasm^amp 

,     ,     ^       ,        .      Âam^^Âamc— ^^sinamusinampcosamzfcosamp 
^     '  ^        '  i--A'sm*am«sm^amp 

peuvent  se  vérifier  une  fois  connues,  de  manière  à  faire  disparaître  la 
difficulté  qui  provient  des  radicaux  par  la  considération  desquels  on 
les  a  obtenues  ;  il  suffit  de  prendre  les  dérivées  des  seconds  membres 
par  rapport  à  u  et  par  rapport  à  p  successivement,  et  Ton  vérifie  aisé- 
ment, d'après  les  dérivées  connues  de  sinamt/,  cosame^  et  Aame^,  que, 
pour  chacun  des  trois  seconds  membres,  la  dérivée  par  rapport  à  u 

34. 
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est  égale  à  la  dérivée  par  rapport  à  p.  Or  Téquation 

du  ~  dif 
a  pour  intégrale 

P=(p  («  +  (;); 

les  seconds  membres  des  formules  (9),  (lo)  et  (11)  sont  donc  trois 
fonctions  de  («  -h  p)  ;  en  faisant  f  =  o,  on  voit  que  le  premier  est  égal 
à  sinam(2^+ p),  le  deuxième  à  cosam(2^  +  p)  et  le  troisième  à 
Aam(K-f-  p). 

Double  périodicité  des  trois  fonctions. 
Reprenons  Téquation 

(i)  u=  I        ■ 

Soit  û)  la  valeur  de  u  correspondant  à  a:  =  i , 
I     ^  C'  dx 

(iQ)  «  =:    I         — ; 

on  aura 

sinamw  =  i; 

k  étant  supposé  plus  petit  que  l'unité,  tous  les  éléments  de  &>  sont  réels 
et  il  en  est  par  conséquent  de  même  de  &>. 

Si  l'on  fait  varier  x  de  la  valeur  i  à  la  valeur  tj  les  éléments  de 

l'intégrale  deviennent  imaginaires  ;  la  partie  réelle  est  évidemment  w, 
et  Ton  peut  poser 

I 

r"^  dx  ,  /— 


et  par  conséquent 


sinam(&i  -+-  oi'\/~j)  -=  -r; 
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on  en  déduit 

cosamoi  =  o, 


o)  et  wV—i  jouent  dans  l'étude  de  la  fonction  sinamz^  un  rôle  analogue 
et  aussi  important  que  celui  du  nombre  tt  dans  la  Trigonométrie. 
Les  formules  (9),  (10),  (ii)  donnent,  si  Ton  y  fait  u  =  (^  =  u  ou 

u=  if  —  (fi  -{-  w'^—i, 

sinam26>  =  o, 
cosam2«  =  --i, 
Aam2o>>  =  -i-i, 

sinam  (26>  -h  aw'/^)  =  o, 

cosam  (  2 w  -f-  awV— 0  =  "»- 1  » 
Aam(aw-H2«V— 1)  =  — i; 

et  nous  pouvons,  à  Taide  de  ces  valeurs,  vérifier  que  les  fonctions 
sinam£^,  cosam  2^  et  Aame^  sont  doublement  périodiques.  Les  équa- 
tions (9),  (10),  (11)  donnent,  quel  que  soit  u, 

sinam  (m -f- 2  w  )  =  —  sinama, 
sinam(«-f-a«  -+-  2wV"~0  =  ""  sinamw; 

et  par  conséquent  la  fonction,  qui  change  de  signe  sans  changer  de 
valeur  quand  on  ajoute  2  6>  à  la  variable,  reprendra  la  valeur  et  son 

signe  si  l'on  ajoute  4  <^)  l'addition  de  au  +  2&>V'~~^  donnant  le  même 
résultat  que  celle  de  a&)  ;  et  u  +  a&>  pouvant  être  considéré  comme  une 

valeur  arbitraire  de  la  variable,  on  peut  ajouter  aw'/^à  la  variable 

sans  changer  la  fonction,  et  2wV--î  ©st  une  seconde  période.  On 

verra  de  même  que  cosame^  a  pour  périodes  4w  et  aw  -h  awV—ï)  ©t 

que  Aamu  a  pour  périodes  a»  et  4wV--*' 
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Théorème  de  Poncelet. 

Jacobi  a  donné  une  forme  géométrique  élégante  à  l'intégrale 
de  l'équation  différentielle  (3),  dont  nous  avons  déduit  la  formule 
8inam(tt  +  p],  et  de  cette  représentation  il  a  conclu  la  démonstration 
fort  remarquable  d'un  beau  théorème  dû  à  Poncelet  \  Si  deux  cercles 
non  concentriques  (C)  et  (0)  sont  tels  qu^on  puisse  circonscrire  à 
l'un  un  pofygone  d'un  certain  nombre  de  côtés  inscrit  en  même  temps 
à  Vautre  y  il  existera  une  infinité  de  polygones  du  même  nombre  de 
côtés  remplissant  la  même  condition. 


Menons  la  tangente  PQ  à  la  circonférence  0;  du  point  Q  menons  la 
tangente  QR,  et  ainsi  de  suite;  il  est  clair  que,  si  en  continuant  de  la 
sorte  nous  retombons  sur  le  point  P,  nous  aurons  obtenu  un  polygone 
circonscrit  au  cercle  0  et  inscrit  au  cercle  C. 

Nommons  i  <p  l'angle  ACP  et  a  «p,  l'angle  ACQ  ;  soient  a  la  distance  OC 
des  deux  centres,  R,  r  les  deux  rayons;  si  nous  considérons  la  tan- 
gente P'Q'  infiniment  voisine  de  PQ,  elle  rencontrera  PQ  au  point  I 
de  tangence  avec  la  circonférence  0.  Les  deux  triangles  semblables 
PIP',  QIQ'  donnent 

n~d~V 
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et,  comme  Q'I  diffère  infiniment  peu  de  Q^, 


on  a  d'ailleurs 


PT"  Qî 


QI  =OQ'-OP=R'4-fl^-/^-HaoRcos2<p„ 

2 

PI  =  R2_t-«2_  ^_^  2flRC0S2(p, 

et,  en  remplaçant  cosacp  et  cossep^  par  leurs  valeurs  i  — asin^?, 
1  —  2  8in'<p,,  et  posant  h}  =  7^^^ ^^  Téquation  (i)  devient 


drSf d^ 

v/T—  k^  sin^<î)       \]\  —  k^  &\n^f^ 


et  par  suite 


Jo     Vi~^sin'y,      Jo     v^i-^'sin'? 

La  constante  est  évidemment  la  valeur  que  prend  la  première  inté- 
grale quand  on  a  <p  =  o,  c'est-à-dire  quand  f^  est  la  moitié  de  l'angle 
DCA  que  nous  représenterons  par  aa;  on  a  donc 

(-)  r"-,...'y^...-  f'-,^i^=  r-~'=^- 

On  aura  de  même,  en  appelant  «p,,  73,  •  • .  les  valeurs  de  «p  correspon- 
dant aux  points  R,  S, 


(»  «/  o  «/  o 

c/  o  «/o  «/ 0 


et,  en  ajoutant  les  égalités, 
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Mais,  si  le  polygone  se  ferme,  c'est-à^re  si  nous  retombons  sur  le 
point  de  départ  P,  on  aura 

et  réquation  (28)  deviendra 

Jq  v^i— X^sin^y     Jq    v^i— A'*sin>        J^   \/i— A'sin'f 

Le  premier  membre  est  égal  évidemment  à 

^^^'  /  7 7rr7-> 

t/ç,  v/i  — X''sm'<P 

et,  à  cause  de  la  périodicité  de  sinus,  cette  intégrale  peut  être  rem- 
placée par 


(.6)  r\  '^^ 


=> 

? 


car  les  éléments  supprimés  sont  égaux  précisément  à  ceux  que  Ton 
ajoute.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'équation  (24) 
soit  satisfaite  est  donc  indépendante  de  la  valeur  attribuée  à  la  limite 
inférieure  ^,  c'est-à-dire  de  la  position  du  point  P  pris  pour  premier 
sommet  du  polygone.  Si  donc  le  polygone  se  ferme  pour  une  position 
choisie  du  point  P,  il  se  fermera  pour  toutes  les  autres. 


FIN    DU    TOME    SECOND. 
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